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Современные высокие технологий живут и развиваются в узком интервале темпера-

тур: это видно на примере микроэлектроники, где используется слабый эффект от внешнего 

электрона полупроводников и его энергии Ферми. Другой яркий пример виден в биологии, 

здесь само существование живых организмов со всеми их уникальными свойствами можно 

рассматривать как использование огромного числа технологий, созданных самой природой в 

процессе эволюции. Сами же природные технологий основаны не только на сильной зависи-

мости химических реакций от температуры, но и на сильных изменениях коэффициентов пе-

реноса (вязкость, диффузия, теплопроводность) от состава среды. Но состав среды может 

сильно меняться от температуры, как и коэффициенты переноса. Поэтому детальное иссле-

дование свойств сред и их движения на слабые изменения температуры представляет от-

дельный интерес. 

Моделирование двумерного течения в прямоугольной области. 

Рассматривается область с жидкостью в виде прямоугольника длиной a и высотой b в 

системе декартовых координат x и y (рис. 1). Жидкость находится в поле силы тяжести, 

направленной сверху вниз, ускорение свободного падения равно g, кинематическая вязкость 

жидкости обозначена как , ее температура T. Нижняя половина левой стороны прямоуголь-

ника с твердыми стенками находится при постоянной температуре Th1, верхняя половина  

при температуре 

Th2, Th2<Th1; 

 правая сторона имеет температуру 

T0, Th2<T0<Th1. 

На нижней и верхней границах теплообмен отсутствует. 

 

 
Рисунок 1 - Область течения жидкости и граничные условия для температуры 

 

Вектор скорости жидкости V состоит из двух компонент u и v: 

vu jiV  ,      (2.1) 

где i, j соответственно единичные векторы координат x и y. Течение в прямоуголь-

нике двумерное, что означает не только наличие только двух компонент скорости, но также 

эти скорости являются функциями времени t и только двух пространственных переменных: 

u(t, x, y) и v(t, x, y). 
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Такое движение описывается уравнениями НавьеСтокса [1, 2] 
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Здесь p давление;  плотность жидкости. Уравнения НавьеСтокса после примене-

ния к этим выражениям операции rot можно записать в переменных «функция тока  вихрь» 

[3, 4], для них приняты обозначения (функция тока)  и (вихрь) . Вихрь имеет только одну 

ненулевую компоненту 
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скорости u и v определяются через функцию тока: 
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Для исследования динамики жидкости при относительно малых отклонениях темпера-

туры от среднего значения достаточно рассматривать уравнения в приближении Буссинеска 

[5, 6] 

x

T

T
g

yxy
v

x
u

t 








































 1

2

2

2

2



,                                       (2.3) 

 











2

2

2

2

yx



,                                                              (2.4) 

 







































2

2

2

2

y

T

x

T

y

T
v

x

T
u

t

T


,                                                 (2.5) 

где  коэффициент температуропроводности. Перейдем в уравнениях (2.3)(2.5) к безраз-

мерным координатам x, y и времени  согласно равенствам 
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Относительно этих безразмерных переменных уравнения (2.3)(2.5) запишутся как 
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Содержащиеся здесь безразмерные числа определены как 
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На твердых стенках задаются нулевые граничные условия для функции тока: 

1) на левой и правой границах 
0;0

,1,0


 jNj x


;                               (2.9) 

2) на нижней и верхней границах 
0;0

1,0,


yNii


. 

В них нет индекса номера итерации n, поскольку указывать его не имеет смысла: 

функция тока в четырех условиях (2.9) определена на текущей итерации. 

 

Результаты 

Исследовалось качественное изменение течения в зависимости от числа Архимеда, 

определенного как 
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Геометрические размеры a = 0,28, b = 0,45 м; 

 кинематическая вязкость газа  = 310
5

 м
2
/с; 

 температура T0 = 280 K; 

 число Прандтля Pr = 0,75; 

 ускорение свободного падения g = 9,81 м/с
2
. 

 Числа узлов по координатам Nx = 101, Ny = 101; 

 число итерации для уравнения (11) на каждом шаге по времени равно 100. 

Число Ar менялось варьированием температур левой стенки Th1 и Th2. Моделирование 

проводится с начальными условиями 

;0;0:0  t  
T = Th1 (Th1T0)x, 0 <yb/2; 

T = Th2 (Th2T0)x, b/2 <y<b. 

Расчет начинается с малых отклонений температуры левой и правой стенок: при Th1 = 

285 K, Th1 = 280 K разность температуры равна T = Th1Th2 = 5 K. Возникающее движение 

жидкости характеризуется числом Архимеда Ar = 1507. Внесенные начальными условиями 

возмущения со временем затухают с колебаниями, и в прямоугольной области устанавлива-

ется стационарное течение, это обнаруживается в зависимости скоростей u и v в центре пря-

моугольника (рис. 2). 

 
Рисунок 2 - Затухание колебаний скоростей u и v в центре прямоугольника (Th1 = 285 K, Th1 = 

280 K, Ar = 1507) 
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Такие же изменения наблюдаются и для температуры и его производных по коорди-

натам и не только в центре области, но и в других произвольно выбранных точках. Рассмот-

рим результаты в момент времени t = 2.7 мин: расположение и форма изолинии функции то-

ка (рис. 3) указывает на наличие трех вихрей. Распределения скоростей u и v на различных 

высотах приведено на рис. 4. 

 

 
Рисунок 3 - Изолинии функции тока , 10

3
м

2
/с (Th1 = 285 K, Th1 = 280 K, Ar = 1507). 

 

 
а                                                                                     б 

Рисунок 4 - Зависимости от координаты y скорости u(а) и v(б) на различных высотах y (Th1 = 

285 K, Th1 = 280 K, Ar = 1507): 1 y = b/4; 2 y = b/2; 3 y = 3b/4 м. 

 

Заключение и выводы 

Итак, в работе путем проведения вычислительного эксперимента проведено исследо-

вание свободного конвективного движения вязкой жидкости в прямоугольной области раз-

мерами a = 0.28, b = 0.45 м. Для получения решения нестационарных уравнений На-

вьеСтокса они записывались в переменных функция тока/вихрь, после чего применялась 

неявная схема. Получены различные решения при плавном изменений перепада температуры 

на одном из границ, а результаты представлены через критерий Архимеда, зависящего от 

указанного перепада температуры. 

По результатам исследования можно сделать следующие выводы: 

 разработан программный код на языке программирования C++, предназначенный 

для получения решений уравнений НавьеСтокса с помощью компьютера; 
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 ɞɚɠɟ ɧɟɛɨɥɶɲɨɣ ɩɟɪɟɩɚɞ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɵ ɧɚ ɥɟɜɨɣ ɢ ɩɪɚɜɨɣ ɫɬɟɧɤɚɯ (Th1 = 284 K = 11 

C, Th2 = 3 CK, T = 8 K = 8 C, Ar = 1206) ɩɪɢɜɨɞɢɬ ɤ ɜɨɡɧɢɤɧɨɜɟɧɢɸ ɧɟɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɨɝɨ 
ɪɟɠɢɦɚ ɬɟɱɟɧɢɹ, ɤɨɬɨɪɨɟ ɞɢɚɝɧɨɫɬɢɪɭɟɬɫɹ ɤɚɤ ɞɢɧɚɦɢɱɟɫɤɢɣ ɯɚɨɫ; 

 ɜ ɦɚɥɨɣ ɨɛɥɚɫɬɢ, ɩɪɢɦɵɤɚɸɳɟɣ ɤ ɬɜɟɪɞɵɦ ɩɨɜɟɪɯɧɨɫɬɹɦ ɫɬɟɧɨɤ, ɜɨɡɧɢɤɚɟɬ 
ɬɟɱɟɧɢɟ, ɩɨɞɨɛɧɨɟ ɩɨɝɪɚɧɢɱɧɨɦɭ ɫɥɨɸ; 

 ɤɪɢɬɢɱɟɫɤɨɟ ɱɢɫɥɨ Ⱥɪɯɢɦɟɞɚ, ɤɨɝɞɚ ɜɨɡɧɢɤɚɟɬ ɯɚɨɬɢɱɟɫɤɨɟ ɞɜɢɠɟɧɢɟ, ɨɰɟɧɢɜɚɟɬɫɹ 
ɩɪɢɦɟɪɧɨ Ar = 624, ɱɟɦɭ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɟɬ ɩɟɪɟɩɚɞ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɵ T = 4,6 C, ɞɨ ɷɬɨɝɨ 
ɧɚɛɥɸɞɚɟɬɫɹ ɬɨɥɶɤɨ ɜɹɡɤɨɟ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɨɟ ɞɜɢɠɟɧɢɟ; 

 ɩɪɢ ɛɨɥɶɲɢɯ ɩɟɪɟɩɚɞɚɯ ɬɟɦɩɟɪɚɬɭɪɵ ɫɬɚɰɢɨɧɚɪɧɨɟ ɞɜɢɠɟɧɢɟ ɠɢɞɤɨɫɬɢ 
ɧɟɜɨɡɦɨɠɧɨ; 

 ɜ ɩɪɹɦɨɭɝɨɥɶɧɨɣ ɨɛɥɚɫɬɢ ɜɨɡɧɢɤɚɟɬ ɬɪɢ ɭɫɬɨɣɱɢɜɵɯ ɤɪɭɩɧɵɯ ɜɢɯɪɹ, 4-5 ɛɨɥɟɟ 
ɦɟɥɤɢɯ ɜɢɯɪɟɣ ɜɨɡɧɢɤɚɸɬ ɢ ɢɫɱɟɡɚɸɬ ɬɨɥɶɤɨ ɩɟɪɢɨɞɢɱɟɫɤɢ; 

 ɫɚɦɢ ɤɪɭɩɧɵɟ ɜɢɯɪɢ ɧɚɯɨɞɹɬɫɹ ɜ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɦ ɞɜɢɠɟɧɢɢ, ɧɨ ɜɛɥɢɡɢ ɧɟɤɨɬɨɪɨɝɨ 

ɫɪɟɞɧɟɝɨ ɩɨɥɨɠɟɧɢɹ ɜ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɟ. 
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Ԑɵɥɵɦɢ ɠɟɬɟɤɲɿɫɿ – Ȼ.Ⱥ ɀɚɤɢɲɟɜ 

 

Ȼɿɡɞɿң ɟɥɿɦɿɡɞɿң ԧɧɞɿɪɿɫɬɿɤ ɛɚɡɚɫɵɧɵң ԕԝɪɵɥɵɦɵɧɞɚ ԧɧɟɪɤԥɫɿɩɬɿɤ ɤԥɫɿɩɨɪɵɧɞɚɪ ɦɟɧ 

ɯɚɥɵԕɬɵ ɷɥɟɤɬɪ ɷɧɟɪɝɢɹɫɵɦɟɧ ԕɚɦɬɚɦɚɫɵɡ ɟɬɭɞɿң ɧɟɝɿɡɝɿ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɬɟɪɿ ɪɟɬɿɧɞɟ ɷɧɟɪɝɢɹɦɟɧ 

ɠɚɛɞɵԕɬɚɭ ɠԛɣɟɥɟɪɿ ɦɚңɵɡɞɵ ɪԧɥ ɚɬԕɚɪɚɞɵ. ɗɥɟɤɬɪɦɟɧ ɠɚɛɞɵԕɬɚɭ ɠԛɣɟɥɟɪɿɧɿң ɧɟɝɿɡɿɧ 

ɤɟɥɟɫɿ ɿɲɤɿ ɠԛɣɟɥɟɪ ԕԝɪɚɣɞɵ: ɷɥɟɤɬɪ ɷɧɟɪɝɢɹɫɵɧ ԧɧɞɿɪɭ, ɷɥɟɤɬɪ ɷɧɟɪɝɢɹɫɵɧ ɬɚɫɵɦɚɥɞɚɭ 

ɠԥɧɟ ɷɥɟɤɬɪ ɷɧɟɪɝɢɹɫɵɧ ɬԝɬɵɧɭ.Ɉɫɵ ɠɨԑɚɪɵɞɚ ɚɣɬɵɥԑɚɧ ɷɥɟɤɬɪ ɷɧɟɪɝɢɹɫɵɧ ԧɧɞɿɪɭ ɦɟɧ 
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