
𝐵𝐵 = 𝐶𝐶2 = 𝐷𝐷2 = 𝐸𝐸2 = 0  и  sin𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0 (14) 
Сонда  үшін 

  .     (15) 

Мұнда, n – кез келген бүтін оң сан (n = 1,2,3…) 
М-нің ең кіші мәні n=1 болғанда, яғни берілген L арканың барлық ұзындығы 

бойымен синусоид бойынша бір жартытолқынмен орнықтылығын жоғалтқан кезде. (5) 
теңдеуден М анықтай отрып және n=1 деп                                                                                                                         

   (16) 

Енді мұнда 

  .    (17) 

Тік бұрышты (дөңгелек) сияқты тұтас қиманың стержені болған жағдайда бізде , 
 болады, сонда (5) формуладан пайда болады: 

, (18) 

. (19) 

Бұл формула, (16) формуланың жалпы ерекше жағдайы ретінде алынған 
С.П.Тимошенконың формуласымен сәйкес келеді. [1] 

. (20) 

Осылайша, анықталған (16) формула жұқа қабырғалы стерженьдерді есептеуге 
мүмкіндік береді және бұл материалдың салмағы  мен шығынын азайту сияқты бірқатар 
қосымша артықшылықтарға ие.  
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Мәселенің қойылымы. Жазықтыққа  бұрыш жасай көлденең орналасқан  жазық 
мұз бетімен сырғанайтын шана қозғалысын қарастырамыз (1-сурет). Үйкеліс ескерілмейді. 
Шана өз табандарына перпендикуляр бағытта сырғанай алмайды, сондықтан бұл 
голономды емес жүйе болады. Қарастырып отырған шананың механикалық моделі ретінде 
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өзара ұзындығы болатын стерженьмен байланысқан, ал массалары  және болатын 
екі материалдық нүктені аламыз. Стерженнің ортасы  нүктесінде шананың массалар 
центрі орналасқан. Қозғалыс кезінде массалар центрінің  жылдамдығы стержень 
бойымен бағытталады. 
 

 
1-сурет. Көлбеу жазықтықтағы шананың моделі 

 
Материалдар және нәтижені талдау. жазықтығында қозғалатын және 

нүктелерінің координаталарын  және деп белгілейміз.   осін ең үлкен 
көлбеулік сызық бойымен бағыттаймыз. 

Байланыс теңдеулерін жазамыз: 
 

      (1) 

 
Көбейткіштері 𝜆𝜆 мен 𝜇𝜇 болатын бірінші текті Лагранж  теңдеулері 

     (2) 

түрінде өрнектеледі. 
 
Жаңа айнымалыларға келсек, х координатасы, у масса центрі және 

 бұрышы, ол OX осі бар өзекшені құрайды. Сонда 
,     

Байланыс теңдеуі (1) келесі түрде жазылады: 
         (3) 

(2) - (3) теңдіктерінен қарапайым есептеулерден кейін жаңа айнымалылардағы 
қозғалыс теңдеулерін табамыз. 

 
    (4) 

Мұнда жазуды жеңілдету үшін   орнына жаңа анықталмаған көбейткіш енгізілген 
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(3), (4) теңдеулерін интегралдаймыз, t = 0 деп есептейміз. 
        (5) 

 
Яғни,бастапқы сәтте өзек ОХ осінің бойында орналасқан,оның массалар центрі 

кордината  басында орналасқан және нөлдік жылдамдыққа ие, ал өзекке бұрыштық 
жылдамдық  берілген. 

Айта кетейік,бастапқы шарттар (5) байланыс теңдеуімен сәйкес келетінің 
ескереміз: берілген мәндер үшін 𝜑𝜑 және 𝑥̇𝑥 мәндері үшін 𝑦̇𝑦 мәні (4) теңдікпен анықталады. 

Жұйенің алғашқы екі теңдеуінен  𝜗𝜗 алып тастау арқылы осы теңдеуді аламыз: 
        (6) 

 
(3) теңдеуден: 

 

Осы өрнекті (6) теңдеуіне қойып, мына теңдеуді аламыз: 
 

        (7) 
 
Жүйенің үшінші теңдеуінен (6) бастапқы шарттарды ескере отырып, (7) біз 

табамыз: 
 

           (8) 
 
Бұл мәнде 𝜑𝜑 (7) теңдеуге қойып, біз мына теңдеуге келеміз: 
 

 
 
Бұл сызықтық біртекті емес теңдеу оңай интегралданады (мысалы,еркін 

тұрақтылардың өзгеру әдісімен). 
Бастапқы шарттарды ескере отырып, (5)  біз табамыз: 
 

         (9) 

 
Осы жерден (3), (8)-дан бізде бар осы теңдік: 

 

         (10) 

(9), (10) теңдеулерді интегралдау арқылы (5) ескере отырып, ақырында x пен  y 
келесі тәуелділігін уақытқа қатысты аламыз: 

 

           (11) 

 
(10), (11) теңдіктер шананың қозғалысын сипаттайды. 
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2-сурет Шананың қозғалысын сипаттайды 

 
Қорытынды. Шана олардың масса центрінің айналасында біркелкі айналады , 

масса  центрінің өзі  oсінде қайтару нүктелері бар циклоидты сипаттайды. Осы 
нүктелерде 

      

Бір қызығы, шама орта есеппен көлденінен жылжиды. Шананың масса центрі  

көлденең осьтен ауытқитын максималды арақашықтық    -қа тең. 
(8), (11) шешімінен және жүйенің (4) алғашқы теңдеуінен голономды емес 

байланыстың R реакциясын табуға болады (8).   -дың  осіндегі 
проекциялары болсын. 

(4) теңдеуден: 
 

                        
Осы жерге   - тың мәндерін (8), (11) қойып,біз көбейткіш байланыстырушы 

және  шамаларын уақыт бойынша аламыз: 
 
 

 ,      ,         
 

R реакциясы шананың масса центрінің жылдамдығына  перпендикуляр және 
осы мәнге ие:  
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