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В данной работе приводятся условия ограниченности и компактности 
коммутаторов [𝑏𝑏, 𝐽𝐽𝛼𝛼]𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, 2 билинейного потенциала Рисса 𝐽𝐽𝛼𝛼(𝑓𝑓,𝑔𝑔)(𝑥𝑥) из обобщенного 
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пространства Морри 𝑀𝑀𝑝𝑝1, 𝑤𝑤1(𝑅𝑅𝑛𝑛) × 𝑀𝑀𝑝𝑝2, 𝑤𝑤2(𝑅𝑅𝑛𝑛) в обобщенное пространство Морри 
𝑀𝑀𝑞𝑞,𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑛𝑛) при соответствующих соотношениях между функциями  𝑤𝑤, 𝑤𝑤1,  𝑤𝑤2 и 
параметрами 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2, 𝑞𝑞. 

Приведем необходимые определения и обозначения.  

Пусть 1 ≤ 𝑝𝑝 ≤ ∞,  𝑤𝑤 измеримая, неотрицательная функция на �0,  ∞�. Обобщенное 
пространство Морри 𝑀𝑀𝑝𝑝

𝑤𝑤 ≡ 𝑀𝑀𝑝𝑝
𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑛𝑛) определяется как множество всех функций 𝑓𝑓 ∈

𝐿𝐿𝑝𝑝𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑅𝑅𝑛𝑛) с конечной нормой:  

‖𝑓𝑓‖𝑀𝑀𝑝𝑝
𝑤𝑤 ≡ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑥𝑥∈𝑅𝑅𝑛𝑛,𝑟𝑟>0
𝑤𝑤(𝑟𝑟)‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿𝑝𝑝�𝐵𝐵(𝑥𝑥,𝑟𝑟)�, 

где 𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑟𝑟) шар с центром в точке 𝑥𝑥 и с радиусом 𝑟𝑟. 

Пространство 𝑀𝑀𝑝𝑝
𝑤𝑤 совпадает с известным пространством Морри 𝑀𝑀𝑝𝑝

𝜆𝜆 при 𝑤𝑤(𝑟𝑟) = 𝑟𝑟−𝜆𝜆, где 
0 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 𝑛𝑛

𝑝𝑝
, которое, в свою очередь, при 𝜆𝜆 = 0 совпадает с пространством  𝐿𝐿𝑝𝑝(𝑅𝑅𝑛𝑛). 

Для 0 < 𝛼𝛼 < 𝑛𝑛,  потенциал Рисса 𝐼𝐼𝛼𝛼(𝑓𝑓)(𝑥𝑥) определяется следующим образом: 

 

𝐼𝐼𝛼𝛼(𝑓𝑓)(𝑥𝑥) = �
𝑓𝑓(𝑦𝑦)

(|𝑥𝑥 − 𝑦𝑦|)𝑛𝑛−𝛼𝛼𝑅𝑅𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

Для 0 < 𝛼𝛼 < 2𝑛𝑛,  билинейный потенциал Рисса (билинейный дробный интегральный 
оператор) 𝐽𝐽𝛼𝛼(𝑓𝑓,𝑔𝑔)(𝑥𝑥) определяется следующим образом [1]: 

 

𝐽𝐽𝛼𝛼(𝑓𝑓,𝑔𝑔)(𝑥𝑥) = � �
𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑔𝑔(𝑧𝑧)

(|𝑥𝑥 − 𝑦𝑦| +  |𝑥𝑥 − 𝑧𝑧|)2𝑛𝑛−𝛼𝛼𝑅𝑅𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑛𝑛
 

 

Говорят, что функция 𝑏𝑏(𝑥𝑥) ∈ 𝐿𝐿∞(𝑅𝑅𝑛𝑛) принадлежит пространству 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑅𝑅𝑛𝑛), если ‖𝑏𝑏‖∗ =
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑄𝑄∈𝑅𝑅𝑛𝑛

1
|𝑄𝑄|∫ �𝑏𝑏(𝑥𝑥) − 𝑏𝑏𝑄𝑄�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑄𝑄 < ∞, где 𝑄𝑄-куб из 𝑅𝑅𝑛𝑛 и 𝑏𝑏𝑄𝑄 = 1

|𝑄𝑄|∫ 𝑓𝑓(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑄𝑄 . Через 𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉(𝑅𝑅𝑛𝑛) 
обозначим 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵-замыкание пространства 𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑛𝑛), где 𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑛𝑛) множество всех функций 
из 𝐶𝐶∞(𝑅𝑅𝑛𝑛) с компактным носителем.  Для 𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵, коммутаторы билинейного 
потенциала Рисса 𝐽𝐽𝛼𝛼(𝑓𝑓,𝑔𝑔)(𝑥𝑥) определяются следующим образом: 

 

[𝐽𝐽𝛼𝛼 , 𝑏𝑏]1(𝑓𝑓,𝑔𝑔)(𝑥𝑥) = � �
𝑏𝑏(𝑦𝑦) − 𝑏𝑏(𝑥𝑥)

(|𝑥𝑥 − 𝑦𝑦| +  |𝑥𝑥 − 𝑧𝑧|)2𝑛𝑛−𝛼𝛼 𝑓𝑓
(𝑦𝑦)𝑔𝑔(𝑧𝑧)

𝑅𝑅𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑛𝑛
 

[𝐽𝐽𝛼𝛼 , 𝑏𝑏]2(𝑓𝑓,𝑔𝑔)(𝑥𝑥) = � �
𝑏𝑏(𝑧𝑧) − 𝑏𝑏(𝑥𝑥)

(|𝑥𝑥 − 𝑦𝑦| +  |𝑥𝑥 − 𝑧𝑧|)2𝑛𝑛−𝛼𝛼 𝑓𝑓
(𝑦𝑦)𝑔𝑔(𝑧𝑧)

𝑅𝑅𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑅𝑅𝑛𝑛
 

 

В следующих теоремах приводятся условия ограниченности билинейного 
потенциала Рисса 𝐽𝐽𝛼𝛼(𝑓𝑓,𝑔𝑔)(𝑥𝑥) и его коммутаторов [𝑏𝑏, 𝐼𝐼𝛼𝛼]𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1,  2 в пространствах Морри. 

1297 
 



Теорема A. [2] Пусть 0 <∝< 2𝑛𝑛,  0 < 𝜆𝜆, 𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2 < 𝑛𝑛. Пусть также 1
2

< 𝑝𝑝 < ∞,  1 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2 < ∞ 

и 1
𝑝𝑝

= 1
𝑝𝑝1

+ 1
𝑝𝑝2

 и 𝜆𝜆
𝑝𝑝

= 𝜆𝜆1
𝑝𝑝1

+ 𝜆𝜆2
𝑝𝑝2

. Пусть 1 < 𝑞𝑞 < ∞ и  1
𝑞𝑞

= 1
𝑝𝑝

+ ∝
𝑛𝑛−𝜆𝜆

. Тогда билинейный потенциал 
Рисса 𝐽𝐽𝛼𝛼(𝑓𝑓,𝑔𝑔)(𝑥𝑥) является ограниченным оператором из 𝑀𝑀𝑝𝑝1,𝜆𝜆1(𝑅𝑅𝑛𝑛) × 𝑀𝑀𝑝𝑝2,𝜆𝜆2(𝑅𝑅𝑛𝑛) в 
𝑀𝑀𝑞𝑞,𝜆𝜆(𝑅𝑅𝑛𝑛), т.е. существует 𝐶𝐶 > 0, такое что выполняется неравенство  

 

‖𝐽𝐽𝛼𝛼(𝑓𝑓,𝑔𝑔)(𝑥𝑥)‖𝑞𝑞,𝜆𝜆 ≤ 𝐶𝐶‖𝑓𝑓‖𝑝𝑝1,𝜆𝜆1‖𝑔𝑔‖𝑝𝑝2,𝜆𝜆2. 

 

Теорема B. [1] Пусть 0 <∝< 2𝑛𝑛,  0 < 𝜆𝜆, 𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2 < 𝑛𝑛. Пусть также 1
2

< 𝑝𝑝 < ∞,  1 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2 < ∞ 

и 1
𝑝𝑝

= 1
𝑝𝑝1

+ 1
𝑝𝑝2

 и 𝜆𝜆
𝑝𝑝

= 𝜆𝜆1
𝑝𝑝1

+ 𝜆𝜆2
𝑝𝑝2

. Пусть 1 < 𝑞𝑞 < ∞ и  1
𝑞𝑞

= 1
𝑝𝑝

+ ∝
𝑛𝑛−𝜆𝜆

. Тогда  

1. для 𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑅𝑅𝑛𝑛) коммутаторы [𝑏𝑏, 𝐼𝐼𝛼𝛼]𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1,  2 являются ограниченными 
операторами из 𝑀𝑀𝑝𝑝1,𝜆𝜆1(𝑅𝑅𝑛𝑛) × 𝑀𝑀𝑝𝑝2,𝜆𝜆2 в 𝑀𝑀𝑞𝑞,𝜆𝜆(𝑅𝑅𝑛𝑛), т.е. существует C>0, такое что для 
𝑖𝑖 = 1,  2 выполняется неравенство  

‖[𝐽𝐽𝛼𝛼 , 𝑏𝑏]𝑖𝑖(𝑓𝑓,𝑔𝑔)(𝑥𝑥)‖𝑞𝑞,𝜆𝜆 ≤ 𝐶𝐶‖𝑏𝑏‖𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵‖𝑓𝑓‖𝑝𝑝1,𝜆𝜆1‖𝑔𝑔‖𝑝𝑝2,𝜆𝜆2 

2. для 𝑏𝑏 ∈ 𝑉𝑉𝑀𝑀𝑀𝑀 коммутаторы [𝑏𝑏, 𝐼𝐼𝛼𝛼]𝑖𝑖, i=1, 2 являются компактными операторами из 
𝑀𝑀𝑝𝑝1,𝜆𝜆1(𝑅𝑅𝑛𝑛) × 𝑀𝑀𝑝𝑝2,𝜆𝜆2(𝑅𝑅𝑛𝑛) в 𝑀𝑀𝑞𝑞,𝜆𝜆(𝑅𝑅𝑛𝑛), 𝑖𝑖 = 1, 2. 

Мы рассмотрим вопрос об ограниченности и компактности коммутаторов билинейного 
потенциала Рисса в обобщённых пространствах Морри. Для классического потенциала 
Рисса такие вопросы рассмотрены в работе [3]. 

Приведем теорему об ограниченности оператора и коммутатора билинейного потенциала 
Рисса из 𝑀𝑀𝑝𝑝1, 𝑤𝑤1(𝑅𝑅𝑛𝑛) × 𝑀𝑀𝑝𝑝2, 𝑤𝑤2(𝑅𝑅𝑛𝑛) в 𝑀𝑀𝑞𝑞,𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑛𝑛), 𝑖𝑖 = 1,  2. 

Предположим, что непрерывные возрастающие функции 𝑤𝑤1,𝑤𝑤2 на [0;∞) удовлетворяют 
следующим условиям (𝑗𝑗 = 1,2) 

a) 𝑤𝑤𝑗𝑗(0) = 0; 
b) lim𝑟𝑟→∞ 𝑤𝑤𝑗𝑗(𝑟𝑟) = ∞ ; 
c) существует константа 𝐷𝐷, удовлетворяющая условию 1 ≤ 𝐷𝐷 < 2𝑛𝑛, такая что 

𝑤𝑤𝑗𝑗(2𝑟𝑟) ≤ 𝐷𝐷𝑤𝑤𝑗𝑗(𝑟𝑟)  для любого 𝑟𝑟 > 0; 

d) 𝑤𝑤(𝑟𝑟)
1
𝑝𝑝 = 𝑤𝑤1(𝑟𝑟)

1
𝑝𝑝1 ∙ 𝑤𝑤2(𝑟𝑟)

1
𝑝𝑝2 , 1

𝑝𝑝
= 1

𝑝𝑝1
+ 1

𝑝𝑝2
. 

 

Теорема 1. Пусть 0 <∝< 2𝑛𝑛,  0 < 𝜆𝜆 < 𝑛𝑛, 1
2

< 𝑝𝑝 < 𝑛𝑛−𝜆𝜆
∝

,  1 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2 < ∞, 

 1
𝑝𝑝

= 1
𝑝𝑝1

+ 1
𝑝𝑝2

, 1 < 𝑞𝑞 < ∞,  1
𝑞𝑞

= 1
𝑝𝑝

+ ∝
𝑛𝑛−𝜆𝜆

. Пусть непрерывные возрастающие функции 

𝑤𝑤(𝑟𝑟),𝑤𝑤1(𝑟𝑟),  𝑤𝑤2(𝑟𝑟) удовлетворяют условиям a)-d) и 𝑤𝑤(𝑟𝑟) ≤ 𝑟𝑟𝜆𝜆 для любого 𝑟𝑟 > 0. Тогда 

1) билинейный потенциал Рисса 𝐽𝐽𝛼𝛼 ограничен из 
𝑀𝑀𝑝𝑝1, 𝑤𝑤1(𝑅𝑅𝑛𝑛) × 𝑀𝑀𝑝𝑝2, 𝑤𝑤2(𝑅𝑅𝑛𝑛) в 𝑀𝑀𝑞𝑞,𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑛𝑛) 

2) при 𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵𝑀𝑀𝑀𝑀 коммутаторы билинейного потенциала Рисса [𝑏𝑏, 𝐼𝐼𝛼𝛼]𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, 2 
являются ограниченными операторами из 𝑀𝑀𝑝𝑝1, 𝑤𝑤1(𝑅𝑅𝑛𝑛) × 𝑀𝑀𝑝𝑝2, 𝑤𝑤2(𝑅𝑅𝑛𝑛) в 𝑀𝑀𝑞𝑞,𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑛𝑛). 
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Теорема 2. Пусть 0 <∝< 2𝑛𝑛,  0 < 𝜆𝜆 < 𝑛𝑛, 1
2

< 𝑝𝑝 < 𝑛𝑛−𝜆𝜆
∝

,  1 < 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2 < ∞, 1
𝑝𝑝

= 1
𝑝𝑝1

+ 1
𝑝𝑝2

, 1 < 𝑞𝑞 <

∞,  1
𝑞𝑞

= 1
𝑝𝑝

+ ∝
𝑛𝑛−𝜆𝜆

. Если 𝑤𝑤,  𝑤𝑤1,  𝑤𝑤2 удовлетворяют условиям a)-d) и 𝑤𝑤(𝑟𝑟) ≤ 𝑟𝑟𝜆𝜆 для любого 
𝑟𝑟 > 0, 𝑏𝑏 ∈ 𝑉𝑉𝑀𝑀𝑀𝑀, тогда коммутаторы билинейного потенциала Рисса [𝑏𝑏, 𝐼𝐼𝛼𝛼]𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, 2 
являются компактными операторами из 𝑀𝑀𝑝𝑝1, 𝑤𝑤1(𝑅𝑅𝑛𝑛) × 𝑀𝑀𝑝𝑝2, 𝑤𝑤2(𝑅𝑅𝑛𝑛) в 𝑀𝑀𝑞𝑞,𝑤𝑤(𝑅𝑅𝑛𝑛). 

 При доказательстве теоремы 2 используются условия предкомпактности множеств 
в обобщенных пространствах Морри, полученные в работе [4]. 
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мамандығының 2 курс магистранты, Нұр-Сұлтан, Қазақстан                                                              

Ғылыми жетекшісі – Наурызбаев Н.Ж. 

«Негізгі математикалық модельдерге соңғы екі мыңжылдықта математика тарихында 
орталық және үнемі қайталанып жүретін тақырыптардың бірі − интеграл ұғымы 
кіреді» ([1], 199-200 беттер). Шынында да, интеграл − классикалық «шексіз» объект, оны 
белгілі бір мағынада ақырлы объектілермен жуықтау теориялық және қолданбалы 
математиканың көптеген зерттеулерінің мазмұны болып табылады. Оның айрықша 
маңыздылығы В. П. Хавин мына сөздерінен көруге болады ([2], 276 бет): «“Интеграл не 
үшін қажет?” деген сұрақтың “Математика не үшін қажет?” деген сұрақтан 
айырмашылығы жоқ, себебі математика қолданылатын барлық жерде интеграл да 
қолданылады». Квадратуралық (көп өлшемді жағдайда кубатурлық деп те аталады) 
формулалар (мысалы, [3]-[11] қараңыз) келесі қойылымда зерттеледі.  

Айталық, 𝑁𝑁 және 𝑠𝑠 (𝑁𝑁, 𝑠𝑠 = 1,2, … ) сандары және 𝑠𝑠-өлшемді  Ω = Ωs ⊂ Rs Жордан бойынша 
өлшемді жиыны берілсін және 𝑡𝑡𝑘𝑘 ∈  Ω (𝑘𝑘 = 1,2, … ,𝑁𝑁), 𝑡𝑡 = (𝑡𝑡1, … , 𝑡𝑡𝑁𝑁) болсын. 

𝛿𝛿𝑁𝑁(𝐹𝐹, Ф𝑁𝑁) = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜙𝜙𝑁𝑁∈Ф𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑡𝑡
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑓𝑓∈𝐹𝐹

�∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜙𝜙𝑁𝑁�𝑓𝑓(𝑡𝑡1), … ,𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑁𝑁)�𝛺𝛺 �,                        (1) 
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