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Айталық ,,0 ∞<< qp  ,1>p  111
=

′
+

pp
  және ( ) ( ) ( )

locLtwtv ∞⊂ ,0,  – салмақты 

функциялар, мұнда ( ) ,0≥tv ( ) 0≥tw   ,It ∈∀   ( )∞= ,0I .  

Өткен ғасырдың 70-ші жылдарынан бастап 
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pq

wfCvKf ≤  (1) 

түріндегі әртүрлі K  операторлар класын салмақты бағалау қарқынды жүргізілді, мұндағы 

p
•  нормасы ( )ILL pp ≡  кеңістігіндегі норма. 

Жоғарыдағы K  операторы келесідей анықталады 

 
.)(),()(

0

dssfsxkxKf
x

∫=  
 

(2) 

1970 – 1982 жылдар аралығындағы зерттеулер кезінде (1) түріндегі бағалауларды 
зерттеулерінен көруімізге болады [1]. Интегралдық операторлар үшін (1) бағалауын 
зерттеулер [1], [2], [3], [4]  кітаптарында жинақталған. (1) түріндегі бағалау тек қана Лебег 
кеңістігінде ғана емес, сонымен қатар басқа функционалды кеңістіктерде қарастырылады 
(мысалы, [1] кітаптың 11-тарауында және [2] ).  

[5]  зерттеу жұмысында  

dssf
sx

xsxKf
x

)(ln)(
0

1

−
= ∫ −γ  

операторын салмақты Лебег кеңістігінде шенелімділігі мен компактылығы алынған. 

( ) ( )∫=
x

dsswxW
0

,  0>x  болсын. ( )xW – теріс емес, қатаң түрде өсетін және локальді 

абсолютті үзіліссіз функция [5]. 

Бұл зерттеу жұмысында ( )ILL wpwp ,, ≡  салмақты Лебег кеңістігін ( )ILL vqvq ,, ≡  
салмақты Лебег кеңістігіне бейнелейтін 

γK  интегралдық операторының  шенелімділігін 
қарастырамыз 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )dsswsf
sWxW

xWsWxfK
x

−
= ∫ − ln

0

1γ
γ ,    Ix ∈ . 

(3) 

Келесі теңсіздікті зерттейміз  

 

 ,
,, wpvq

fCfK ≤γ   ).(, ILf wp∈∀  (4) 

Бұл зерттеу барысында ,0 ∞⋅ ,
0
0  

∞
∞   сияқты анықталмағандықтарды нөлге тең 

болсын деп, BA β≤   өрнегін  BA <<  түрінде жазамыз. Мұндағы β  тұрақты 
параметрлерге тәуелді оң тұрақты шама. Ал  BA ≈  қатынасын ABA <<<<  түрінде 
болсын деп қарастырамыз. 

Көмекші нәтижелер 
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,0 xs <<   )()( xWsW <  қанағаттандыратын ( )xW  функциясы үшін төмендегі 
теңсіздігі орындалсын 

 
,

)(
)(

)()(
)(ln

)()(
)(

xW
sW

sWxW
xW

sWxW
xW

>
−

>
−

  0>> sx . 
(5) 

Онда  
)()(

)(ln
sWxW

xW
−

 функциясы 0>> sx  үшін x - бойынша кемімелі, ал s - бойынша 

өспелі функция болады. Сонымен қатар  
)()(

)(ln)(
sWxW

xWxW
−

 функциясы да 0>> sx  

үшін  x -бойынша кемімелі, ал 
)()(

)(ln
)(

1
sWxW

xW
sW −

 функциясы  s - бойынша өспелі 

болады.  

γK  операторымен қатар келесідей 
γН  операторын қарастырамыз 

∫=
x

dsswsfsW
xW

xfH
0

,)()()(
)(

1)( γ
γ  Ix ∈ . 

0≥∀f  үшін  келесі теңсіздігі орындалады 

 .fHfK γγ ≥  (6) 

γН операторы үшін келесі теорема орынды: 

Теорема А.  Айталық ∞<≤< qp1  болсын. Онда  wpL ,  салмақты Лебег кеңістігін 

vqL ,  салмақты Лебег кеңістігіне бейнелейтін  операторы  шенелген  болуы  үшін  ∞<A   

болуы  қажетті  және  жеткілікті. Сонымен  қатар AH ≈γ . 

Мұндағы  

,)()(
)(

)()(

1

0

1
px

p
q

x
q dttwtWdt

tW
tvxA

′
′

∞

















= ∫∫ γ    ).(sup

0
xAA

x>
=  

Негізгі нәтижелер 

Теорема 1.  Айталық  ,1 ∞<≤< qp  
p′

>
1γ  болсын. Онда wpL ,  салмақты Лебег 

кеңістігін vqL ,  салмақты Лебег кеңістігіне бейнелейтін операторы  шенелген  болуы  үшін  

∞<A   болуы  қажетті  және  жеткілікті. Сонымен  қатар .AK ≈γ  

Дәлелдеуі. Қажеттілігі. Айталық γK  операторы  шенелген  болсын. Онда (6) 

бойынша γН  операторы  шенелген болады және γγ HK ≥  орындалады. Демек, Теорема 

А бойынша  ∞<A  болады және де  
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 AK >>γ  
 (7) 

орындалады. 

Жеткіліктілігі. W  функциясы I  да үзіліссіз, қатаң түрде өспелі функция және 

0)0( =W . Кез келген Zk ∈  үшін { }IxxWxx k
k ∈≤= ,2)(:sup:   болсын. Олай болса біз 

,0 1+≤< kk xx Zk ∈∀  орындалатын { } Zkkx ∈  нүктелер тізбегін аламыз. Сонымен қатар, егер 

∞<kx  болса, ,2)( k
kxW =  1+≤≤ kk xxx   үшін ,2)(2 1+≤≤ kk xW  ∫

−

−=
k

k

x

x

kdssw
1

12)(  орындалсын, 

және де егер ∞=+1kx  болса, ∫
+

≤
1

2)(
k

k

x

x

kdssw болсын. Бұл деректерді төменде ескертусіз 

қолданылады. 

 Айталық ∞<A  болсын. Бізге енді  

 ,
,, wpvq

fAfK <<γ   wpLf ,∈∀  (8) 

теңсіздігінің орындалатындығын көрсетсек жеткілікті. (8) теңсіздігі арқылы AK <<γ  

орындалатынын аламыз. Олай болса, (7) теңсіздігі арқылы  

AK ≈γ  

эквиваленттілігі орындалады. 

0≥f  болсын. 
k

kII = қатынасын пайдалана отырып, келесі орындалады 

dxdsswsf
sWxW

xWsWxvfK
k

x

x

qx
q

vq

k

k

∑ ∫ ∫
+










−
= −

1

0

1
,

)()(
)()(

)(ln)()( γ
γ  

dxdsswsf
sWxW

xWsWxv
k

x

x

qxk

k

k

∑ ∫ ∫
+ −












−
<< −

1 1

0

1 )()(
)()(

)(ln)()( γ  

.:)()(
)()(

)(ln)()( 21
1

1

1

JJdxdsswsf
sWxW

xWsWxv
k

x

x

q
x

x

k

k k

+=










−
+ ∑ ∫ ∫

+

−

−γ  

Енді біз 1J  және 2J  бөлек бағалаймыз. 1J  бағалауда, 0≥> sx  үшін  
)()(

)(ln
)(

1
sWxW

xW
sW −

 

функциясының x  және s  бойынша монотондылығын қолдана отырып келесі өрнегін 
аламыз 

( ) .)()()(2ln2
2

1)(
1 1

0

2
11 dxdsswsfsWxvJ

k

x

x

qx
qq

q

k

k

k

k

∑ ∫ ∫
+ −

















≤

+
γ  
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Әрі қарай 1+≤≤ kk xxx  үшін 12)(2 +≤≤ kk xW  теңсіздігінен 
)(

1
2

1
1 xWk ≤+  теңсіздігінің 

шығатынын қолданамыз 

( ) dxdsswsfsW
xW

xv
k

x

x

qxq
qq

k

k

k

∑ ∫ ∫
+ −



















=

1 1

0

)()()(
)(

1)(2ln4 γ

 

 
.)()()(

)(
)(

,
0

1 q

vq
k

x

x

qx

q fHdxdsswsfsW
xW

xvk

k

γ
γ =








<< ∑ ∫ ∫

+

 

(9) 

(7)  өрнегіне Теорема А қолданып, келесі теңсіздігін аламыз 

 .1
q

q
q fAJ <<

 
    (10) 

Енді 2J  өрнегін қарастырамыз
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+
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k k

1

1

)()(
)()(

)(ln)()( 1
2

γ

 

,p  p′  параметрлері бойынша Гельдер теңсіздігін қолданып, txWsW )()( =  алмастыруын 
жасайтын болсақ 
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
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q
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pq fAdsswsfAdsswsfA
k

k
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


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 .
,2

q

p
q fAJ

ω
<<  (11) 

Осыдан (10)  және (11) өрнектері бойынша, AK <<γ  орындалады. Теорема толығымен 

дәлелденді. 
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