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Для описания наблюдаемого ускоренного расширения Вселенной часто используют обобщение 
общей теории относительности. В частности, используется обобщение в виде 𝐹(𝑅, 𝑇) модели 
гравитации. Как обобщение более высокого порядка можно учесть наличие фермионной 
материи в модели. Таким образом рассмотримобобщенную𝐹(𝑅, 𝑇)космологическуюмодельс 
фермионным полем в виде f-эссенции 
 

𝑆 = ∫𝑑4𝑥 √−𝑔 {
1
2
ℎ(𝑢)𝐹(𝑅, 𝑇) + 𝑌 − 𝑉(𝑢)} , (1) 

 
здесь𝑌 = 𝑖

2
[�̅�𝛤𝜇(𝜕𝜇⃗⃗⃗⃗ − Ω𝜇)𝜓 − �̅�(𝜕𝜇⃖⃗⃗⃗⃗ + Ω𝜇)Γ𝜇𝜓] – канонический кинетический член.  

Это действие можно переписать врамкахФРУметрикикак 
 

𝑆 = ∫𝑑4𝑥𝑎3 (
1
2
ℎ(𝑢)𝐹(𝑅, 𝑇) −

ℎ𝐹𝑅

2
(𝑅 − 6(

𝑎
𝑎
̈
+

�̇�2

𝑎2) − 𝑢) −  

−
ℎ𝐹𝑇

2
(𝑇 − 6

�̇�2

𝑎2 − 𝑣) + 𝑌 − 𝑉). (2) 

 
Запишем лагранжиан этой модели в виде: 
 

𝐿 =
ℎ𝑎3

2
(𝐹 − 𝑇𝐹𝑇 − 𝑅𝐹𝑅 + 𝑢𝐹𝑅 + 𝑣𝐹𝑅) + 3ℎ𝑎�̇�2(𝐹𝑇 − 𝐹𝑅) − 

−3ℎ�̇�𝑎2(�̇�𝐹𝑅𝑅 + �̇�𝐹𝑅𝑇) − 3ℎ′ (�̇̅�𝜓 + �̅��̇�) �̇�𝑎2𝐹𝑅 + 𝑎3𝑌 − 𝑎3𝑉. (3) 
 
Подставляя полученный лагранжиан в уравнения Эйлера-Лагранжаполучим в частности 
следующее уравнение по масштабному фактору 
 

ℎ𝑎3

2
(−𝐹𝑇𝑅𝑇 − 𝐹𝑅𝑅𝑅) + 3ℎ𝑎�̇�2(𝐹𝑇𝑅 − 𝐹𝑅𝑅) = −3ℎ�̈�𝑎2𝐹𝑅𝑅 − 6ℎ𝑎�̇�2𝐹𝑅𝑅, 

1
2
(−𝑇𝐹𝑇𝑅 − 𝐹𝑅𝑅𝑅) + 3

𝑎2̇

𝑎2 (𝐹𝑇𝑅 − 𝐹𝑅𝑅) = −3
�̈�
𝑎

𝐹𝑅𝑅 − 6
𝑎2̇

𝑎2 𝐹𝑅𝑅,  

1
2
(𝑇𝐹𝑇𝑅 + 𝑅𝐹𝑅𝑅) − 3�̇�𝐹𝑅𝑅 − 6𝐻2𝐹𝑅𝑅 − 3𝐻2𝐹𝑇𝑅 = 0. (4) 

 
Уравнение фермионного поля для этой модели будет иметь вид 
 

�̇̅� + 𝑖ℎ′ (
𝐹
2

−
1
2
(𝑇𝐹𝑇 + 𝑅𝐹𝑅) + 3𝐻2(𝐹𝑅 + 𝐹𝑇) + 3𝐻2𝐹𝑅 + 3�̇�𝐹𝑅) �̅�𝛾0 − 𝑖𝑉′�̅�𝛾0 +

3
2
𝐻�̅� = 0. (5) 
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Как дополнительное уравнение возможно использовать условие минимальной энергии, которое 
будет иметь вид 
 

3𝑎2̇

𝑎2 (𝐹𝑇 − 𝐹𝑅) −
1
2

(𝐹 − 𝑇𝐹𝑇 − 𝑅𝐹𝑅) −
3ℎ̇
ℎ

𝑎
𝑎
̇
𝐹𝑅 − 3

�̇�
𝑎

(𝐹𝑅𝑅�̇� + �̇�𝐹𝑅𝑇) +
𝑉
ℎ

= 

= 3𝐻2(𝐹𝑇 − 𝐹𝑅) −
1
2

(𝐹 − 𝑇𝐹𝑇 − 𝑅𝐹𝑅) −
3ℎ̇
ℎ

𝐻𝐹𝑅 − 3𝐻(𝐹𝑅𝑅�̇� + �̇�𝐹𝑅𝑇) +
𝑉
ℎ

= 0. (6) 

 
Имеющихся уравнений недостаточно для решения, так как число переменных здесь больше чем 
число уравнений. Восполнить недостающее количество можно с помощью свойств симметрии.  
В частности, система уравнений, полученная из симметрии Неттер будет иметь вид: 
 

�̇�2: 
𝛼3ℎ(𝐹𝑇 − 𝐹𝑅) + 𝛽3ℎ𝑎(𝐹𝑇𝑅 − 𝐹𝑅𝑅) + 𝛾3ℎ𝑎(𝐹𝑇𝑇 − 𝐹𝑅𝑇) + 𝛼𝑎6ℎ𝑎(𝐹𝑇 − 𝐹𝑅) − 

−𝛽𝑎3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑅 − 𝛾𝑎3𝑎2ℎ𝐹𝑅𝑇 − 𝛿𝑎3ℎ′�̅�𝑎2𝐹𝑅 − 𝜖𝑎3ℎ′𝜓𝑎2𝐹𝑅 = 0, (7) 
 

�̇�2: 
−3𝛼𝑅ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑅 = 0, (8) 

�̇�2: 
−3𝛼𝑇ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑇 = 0, (9) 

 
�̇�2̇ : 

−𝛼𝜓3ℎ′𝑎2𝐹𝑅�̅� = 0, (10) 
 
�̇̅�2: 

−𝛼�̅�3ℎ′𝑎2𝐹𝑅𝜓 = 0, (11) 
 
�̇��̇�: 

−𝛼6ℎ𝑎𝐹𝑅𝑅 − 𝛽3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑅𝑅 − 𝛾3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑅𝑇 − 𝛼𝑎3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑅 + 𝛼𝑅6ℎ𝑎(𝐹𝑇 − 𝐹𝑅) − 
−𝛽𝑅3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑅 − 𝛾𝑅3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑇 − 𝛿𝑅3ℎ′�̅�𝑎2𝐹𝑅 − 𝜖𝑅3ℎ′𝜓𝑎2𝐹𝑅 = 0, (12) 

 
�̇��̇�: 

−𝛼6ℎ𝑎𝐹𝑅𝑇 − 𝛽3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑅𝑇 − 𝛾3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑇𝑇 − 𝛼𝑎3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑇 + 𝛼𝑇6ℎ𝑎(𝐹𝑇 − 𝐹𝑅) − 
−𝛽𝑇3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑅 − 𝛾𝑇3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑇 − 𝛿𝑇3ℎ′�̅�𝑎2𝐹𝑅 − 𝜖𝑇3ℎ′𝜓𝑎2𝐹𝑅 = 0, (13) 

 
�̇��̇�:              

−𝛼6ℎ′�̅�𝑎𝐹𝑅 − 𝜖3ℎ′𝑎2𝐹𝑅 − 𝛾3ℎ′𝑎2𝐹𝑅𝑇�̅� − 𝛽3ℎ′𝑎2𝐹𝑅𝑅�̅� + 𝛼𝜓6ℎ𝑎(𝐹𝑇 − 𝐹𝑅) − 
−𝛽𝜓3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑅 − 𝛾𝜓3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑇 − 𝛿𝜓3ℎ′�̅�𝑎2𝐹𝑅 − 𝜖𝜓3ℎ′𝜓𝑎2𝐹𝑅 = 0, (14) 

 
�̇��̇̅�:           

−𝛼6ℎ′𝜓𝑎𝐹𝑅 − 𝛿3ℎ′𝑎2𝐹𝑅 − 𝛾3ℎ′𝑎2𝐹𝑅𝑇𝜓−𝛽3ℎ′𝑎2𝐹𝑅𝑅𝜓 + 𝛼�̅�6ℎ𝑎(𝐹𝑇 − 𝐹𝑅) − 
−𝛽�̅�3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑅 − 𝛾�̅�3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑇 − 𝛿�̅�3ℎ′�̅�𝑎2𝐹𝑅 − 𝜖�̅�3ℎ′𝜓𝑎2𝐹𝑅 = 0, (15) 

 
�̇��̇�: 

−𝛼𝑇3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑅 − 𝛼𝑅3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑇 = 0, (16) 
 
�̇��̇�: 

−𝛼𝑅3ℎ′�̅�𝑎2𝐹𝑅 − 𝛼𝜓3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑅 = 0, (17) 
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�̇��̇̅�: 

−𝛼𝑅3ℎ′𝜓𝑎2𝐹𝑅 − 𝛼�̅�3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑅 = 0, (18) 
 
�̇��̇�: 

−𝛼𝑇3ℎ′�̅�𝑎2𝐹𝑅 − 𝛼𝜓3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑇 = 0, (19) 
 
�̇��̇̅�: 

−𝛼𝑇3ℎ′𝜓𝑎2𝐹𝑅 − 𝛼�̅�3ℎ𝑎2𝐹𝑅𝑇 = 0, (20) 
 
Эта система уравнений слишком сложна для получения общего решения. Но возможно найти ее 
частные решения. Одним из таких частный решений этой системы уравнений для данной 
модели будет степенная модель с масштабным фактором в виде 
 

𝑎(𝑡) = (
2

−𝑛𝑡𝑎0 + 9𝑡𝑎0 + 2𝐶1
)

2
9+𝑛

. (21) 

 
Здесь 𝑛, 𝑎0, 𝐶1  - константы. 
То есть здесь показано что исследуемая обобщенная космологическая модель, может описать 
не только, например, эволюцию ранней Вселенной в момент первоначальной инфляции. Но и 
современное состояние Вселенной, которое описывается степенной моделью. В частности, 
данная модель описывает как пылевидную стадию состояния Вселенной, так и радиационный 
этап ее эволюции. 
Данное исследование финансируется Комитетом науки Министерства образования и науки 
Республики Казахстан АР08957287. 
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