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Аннотация. В данной статье рассматривается применение метода радиально базисных 

функций для аппроксимации рельефа дневной поверхности Земли в контексте электрического 

зондирования. Описывается методика проведения численных экспериментов на модельных 

задачах, а также результаты тестирования данной аппроксимации на реальных данных. 

Полученные результаты свидетельствуют об эффективности и применимости радиально 

базисных функций для точной аппроксимации дневной поверхности Земли. 

Данный подход к моделированию рельефа позволяет учесть разнообразные геометрические 

особенности поверхности Земли, включая горы, долины, реки и другие элементы ландшафта. Это 

способствует получению более точных результатов в рамках электрического зондирования и 

повышает качество моделирования в целом. 

Ключевые слова: радиально базисные функции, метод RBF, задача электрического 

зондирования, интерполяция поверхностей. 

 

Введение 

Для аппроксимации трехмерной поверхности с рельефом дневной поверхности важно 

подходить к выбору метода с учётом требований к численной реализации и точности 

результатов. Один из таких методов — использование радиально базисных функций (RBF), 

которые позволяют представить поверхность как комбинацию радиально симметричных 

функций. Для каждой точки поверхности определяются координаты, нормали и функция, 

проходящая через заданные точки. 

Однако выбор конкретного метода зависит от нескольких факторов. Для сложных рельефов 

могут потребоваться более продвинутые методы, такие как метод конечных элементов или метод 

наименьших квадратов. Они обеспечивают более точные результаты, учитывая специфические 

свойства поверхности. 

Подбор метода аппроксимации рельефа зависит от требований и условий задачи. Необходимо 

найти баланс между точностью и вычислительной сложностью метода. Отличительной чертой 

метода RBF является использование базисных функций, формируемых из сдвигов радиально 

симметричной функции. Это отличается от традиционного подхода, где базисные функции не 

зависят от точек данных и могут приводить к сингулярным системам уравнений. Этот метод 

впервые использовал Р.Л.Харди [1]. В статье [2] было предложено и успешно применено 

использование радиальных базисных функций для приближения поверхностей в многомерном 

пространстве. 

Материалы и методы 
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Общая идея метода расписана и была применена в работе [3-6]. Для выполнения интерполяции 

выбирается набор базисных функций {𝜙𝑖(𝑥)}𝑖=1
𝑛  таким образом,  чтобы линейная комбинация 

этих функций удовлетворяла условию интерполяции. Искомая функция 𝑓(𝑥) ищется в виде: 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝜆𝑖𝜙𝑖(𝑥)
𝑛
𝑖=1 . 

Следовательно, в узлах сетки выполняется равенство  

𝑓(𝑥𝑖) = 𝑓𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛                                                   (1) 

 Метод RBF (Radial Basis Function) использует интерполяционные члены для построения 

системы линейных уравнений, которые определяют коэффициенты 𝜆𝑖. Интерполяционная 

функция методе RBF дается следующим образом 

𝑓(𝑥) =∑𝜆𝑖𝜙(|𝑥 − 𝑥𝑖|)

𝑛

𝑖=1

 

задается радиальная функция 𝜙(𝑟), которая зависит только от расстояния между точками 𝑥 и 𝑥𝑖. 
Эта функция позволяет аппроксимировать данные и построить интерполирующую поверхность, 

соответствующую заданной точке. По сути, метод RBF находит наилучшие коэффициенты, 

которые оптимально интерполируют данные, и основывается на наборе линейных уравнений, 

заданных условиями интерполяции. Выбор радиальной функции 𝜙(𝑟) определяет, насколько 

быстро значение функции уменьшается с расстоянием, что влияет на качество интерполяции.  

На основе [1], в качестверадиальныхфункций 𝜙(𝑟) применялись следующие функции: Гауссиан 

𝜙(𝑟) = exp(−𝜀2𝑟2), линейная 𝑟, кубическая 𝑟3, обратная к квадратичной 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)−1, 

пропорциональная корню из квадратичной 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)
1

2 и обратная к корню из 

квадратичной 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)−
1

2 [1]-[6]. 

Коэффициенты 𝜆𝑖 определяются из системы линейных уравнений, полученных из интерполяции 

(1). Эта система представляет собой симметричную матрицу  

𝐴𝜆 = 𝑓,                                                                  (2)  

где элементы матрицы А заданы в виде: 

𝐴𝑖,𝑗 = 𝜙(|𝑥𝑖 − 𝑥𝑗|), 

Это важное свойство метода RBF. 

Приведенное высше уравнение описывает метод RBF для интерполяции поверхностей в 

трехмерном случае. Для заданного набора из 𝑛 точек на 𝑂𝑥𝑦 плоскостях  и соответствующих 

значений 𝑓(𝑥, 𝑦) строится интерполяционная функция 𝑠(𝑥, 𝑦), которая является линейной 

комбинацией радиальных функций 𝜙 [6] 

𝑠(𝑥, 𝑦) =∑𝜆𝑖𝜙(‖(𝑥, 𝑦) − 𝑥𝑖‖)

𝑛

𝑖=1

.                                                       (3) 

Коэффициенты 𝜆𝑖 определяются из системы линейных уравнений, аппроксимирующих условия 

интерполяции. В результате такой аппроксимации поверхность может быть описана 

аналитическими выражениями, что делает метод RBF простым и эффективным методом решения 

задач интерполяции. 

Простая форма метода делает его очень удобным для реализации. Аппроксимация, полученная с 

помощью радиальных базисных функций, позволяет получить единое аналитическое выражение 

для описания формы поверхности, как это описано в источниках [6-15]. 

 Результаты исследования и обсуждение.  
С помощью предложенного метода было проведено несколько численных экспериментов на 

модельной задаче и построены графики интерполяционных функций. 

Для точек (𝑘ℎ, 𝑙ℎ), где k и l находятся в интервале (𝑘 = −25,25̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑙 = −25,25̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ), в качестве 

модельной задачи для аппроксимации трехмерной поверхности была выбрана следующая 

функция: cos(𝑥 + 𝑦2) ∙ cos(𝑥2 + 𝑦). 
Для проверки результатов оценивалось максимальное отклонение от интерполирующей функции 

в узлах для каждой радиальной базисной функции. Это отклонение принимается за ∆, а ∆ 

вычисляется как максимальная разность ∆= 𝑚𝑎𝑥|𝑅𝐵𝐹({𝑥𝑖}, {𝑦𝑖}, {𝑧𝑖}) − 𝑧𝑖| для всех узлов с 1 ≤ i 
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≤ n. Применялась формула метода RBF из [6-15].  

На графике представлены численные результаты для заданного шага ℎ = 0.1, значений 𝑚 =
25, 𝑛 = (𝑚 + 1)2 и параметра формы 𝜺 = 𝟏. 𝟎. 

 

                  
а – 𝜙(𝑟) = exp(−𝜀2𝑟2) ,Δ = 0.00306382 б – 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)−1,Δ = 8.4313 × 10−8 

Рисунок 1 – Аппроксимация при помощи радиальных базисных функций: 

а – Гауссиан; б – Обратная к квадратичной  

 

                   

а – 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)−
1

2, Δ = 3.39005 × 10−7 б – 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)
1

2, Δ = 5.76741 × 10−6 

Рисунок 2 – Аппроксимация при помощи радиальных базисных функций: 

а – Обратная к корню из квадратичной; б – пропорциональная корню из квадратичной;  
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а – 𝑟,Δ = 1.49672 × 10−13 б – 𝑟3, Δ = 7.76012 × 10−11 

Рисунок 3 – Аппроксимация при помощи радиальных базисных функций: 

а – линейная; б – кубическая;  

 На рисунках 1 а) и 2 а), б) можно увидеть интенсивность окраски, что является следствием 

влияния плохой обусловленности матриц А для функций 𝜙(𝑟) = exp(−𝜀2𝑟2), 𝜙(𝑟) =

(1 + 𝜀2𝑟2)−
1

2, 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)
1

2. Выбор радиальных функций 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)−1, 𝑟, 𝑟3 

является удачным, так как эти функции обладают свойством гладкости и хорошей 

обусловленности соответствующих матриц. Это позволяет создавать интерполирующую 

функцию s(x,y), которая будет иметь плавные переходы и хорошо аппроксимировать исходные 

данные. 

 По аналогической схеме продолжим аппроксимировать с помощью радиальных базисных 

функций при значений параметр формы 𝜺 = 𝟎. 𝟓. 

                                  
а – 𝜙(𝑟) = exp(−𝜀2𝑟2) ,Δ = 1.89943 б – 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)−1,Δ = 0.0003506467 

Рисунок 4 – Аппроксимация при помощи радиальных базисных функций: 

а – Гауссиан; б – Обратная к квадратичной  

                  

а – 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)−
1

2, Δ = 0.0024802 б – 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)
1

2, Δ = 0.00360801 

Рисунок 5 – Аппроксимация при помощи радиальных базисных функций: 

а – Обратная к корню из квадратичной; б – пропорциональная корню из квадратичной; 
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а – 𝑟,Δ = 1.49672 × 10−13 б – 𝑟3, Δ = 7.76012 × 10−11 

Рисунок 6 – Аппроксимация при помощи радиальных базисных функций: 

а – линейная; б – кубическая;  

 По результату линейного решения рисунка 4 а) плохо обусловленной матрицы содержат 

значащие числовые ошибки. Следствия влияния плохой обусловленности матриц А можно 

увидеть по интенсивности окраски для функций 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)−1, 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)−
1

2, 

𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)
1

2  на рисунках 4 б), 5 а), б). Функции 𝑟 и  𝑟3  являются удачными и обладают 

свойством гладкости интерполирующей функции 𝑠(𝑥, 𝑦), что обеспечивает хорошую 

обусловленность соответсвующих матриц. 

 Для функции cos(𝑥 + 𝑦2) ∙ cos(𝑥2 + 𝑦) при значений 𝜺 = 𝟏. 𝟓 программа выдала 

результаты, показанные на рисунках 13-15. 

 

                       
а – 𝜙(𝑟) = exp(−𝜀2𝑟2) ,Δ = 0.0000226627 б – 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)−1,Δ = 3.25748 ×

10−11 

Рисунок 7 – Аппроксимация при помощи радиальных базисных функций: 

а – Гауссиан; б – Обратная к квадратичной  
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а – 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)−
1

2, Δ = 1.1843 × 10−10 б – 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)
1

2, Δ = 7.82322 × 10−9 

Рисунок 8 – Аппроксимация при помощи радиальных базисных функций: 

а – Обратная к корню из квадратичной; б – пропорциональная корню из квадратичной;  

                         
а – 𝑟,Δ = 1.49672 × 10−13 б – 𝑟3, Δ = 7.76012 × 10−11 

Рисунок 9 – Аппроксимация при помощи радиальных базисных функций: 

а – линейная; б – кубическая;  

Из рисунков можно увидеть интенсивность окраски только на рисунке 7 а) для функции 𝜙(𝑟) =
exp(−𝜀2𝑟2), что есть является следствием влияния плохой обусловленности матриц А. Выбор 

радиальных функций, таких как функции 𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)−1,  𝜙(𝑟) = (1 + 𝜀2𝑟2)−
1

2,  𝜙(𝑟) =

(1 + 𝜀2𝑟2)
1

2 , 𝑟, 𝑟3 является удачным (см. рисунки 7 б), 8 а), б), 9 а), б)). Здесь гладкость 

интерполирующей функции s(x,y) обеспечивает хорошую обусловленность соответствующих 

матриц. В результате такого выбора радиальных функций и гладкой интерполяции получается 

высокое качество интерполированных данных. Это означает, что значения, восстановленные при 

помощи этих функций, будут хорошо соответствовать исходным данным, а сама 

интерполяционная процедура будет устойчивой и надежной [6-15]. 

Заключение 

Разработан алгоритм автоматического построения адаптивных сеток с использованием 

метода радиальных базисных функций. Алгоритм используется для аппроксимации рельефа 

дневной поверхности с учетом геометрии измерительной установки. Проведены численные 

эксперименты по аппроксимации модельной адачи для различных значений параметра формы 𝜀 . 
Верификация полученных результатов показывает, что  применение радиальных базисных 

функций является эффективным. Успех был достигнут и для значений 𝜀 < 1 имено функция 

Гауссиан дает значительные числовые ошибки, при значени, параметров форм 𝜀 > 1, как 
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показано в приведенной выше программе функций. На практике при построении 

интерполирующих функций для аппроксимации рельефа методом RBF можно выборать 

подходящие радиальные функции. Это позволяет регулировать гладкость профиля поверхности 

в зависимости от требований задачи, например, при решении задачи электрического 

зондирования постоянным током с помощью интегральных уравнений. 
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