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УДК 517.9 

ЦИЛИНДРЛІК ЕМЕС ОБЛЫСТА ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР 

ЖҮЙЕСІН ЗЕРТТЕУДІҢ БІР ӘДІСІ ТУРАЛЫ 

 

Мерзетхан Ақерке 

Akerkemerzetkhan@gmail.com 

Л.Н.Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетінің 2-курс докторанты, Астана, 

Қазақстан 

 Ғылыми жетекшісі – ф.-м.ғ.к.,доцент Оспанов М.Н. 

 

Цилиндрлік емес Ω = [0, φ(x)] × [0,ω] облысында келесі есепті қарастырайық: 

 
𝜕𝑉

𝜕𝑡
= 𝐴(𝑡, 𝑥)𝑉(𝑡, 𝑥) + Φ(𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ [0, 𝜑(𝑥)], 𝑥 ∈ [0, 𝜔](1) 

𝑉(0, 𝑥) = 𝑉(φ(x), x)                                                                      (2) 

 

мұндағы 𝐴(𝑡, 𝑥) = [𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)]𝑖,𝑗=1
𝑛

(𝑛 × 𝑛) −матрицасы Ω облысында үзіліссіз және келесі шартты 

қанағаттандырады: 

|𝑎𝑖𝑖(𝑡, 𝑥)| ≥ ∑ |𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)| + 𝜃(𝑡, 𝑥)
𝑛
𝑖≠𝑗   (3) 

мұндағы 𝜃(𝑡, 𝑥) ≥ 𝜃0 > 0 үзіліссіз, 𝜃0 − тұрақты, ал Φ(𝑡, 𝑥)Ω облысында үзіліссіз 𝑛 -өлшемді 

вектор функция.  
(1) теңдеу үшін түрлі есептер шектелген және шектелмеген облыстарда көптеген 

авторлармен қарастырылған. Бұл жұмыста (1) теңдеу цилиндрлік емес облыста қарастырылды. 

Д. С. Джумабаевтің параметрлеу әдісі арқылы келесітероема дәлелденді. 

Теорема. 𝐴(𝑡, 𝑥) матрицасы  (3) шартты қанағаттандырсын және φ(x) функциясы Ω 

облысында үзіліссіз болсын. Онда (1), (2) есебінің шешімі бар, жалғыз және ол үшін келесі 

бағалау орындалады 

‖𝑉(𝑡, 𝑥)‖ ≤ ‖
𝐹(𝑡,𝑥)

𝜃(𝑡,𝑥)
‖, 𝑥 ∈ [0, 𝜔], 

мұндағы     ‖𝑉(𝑡, 𝑥)‖ = max
(𝑡,𝑥)∈Ω

|𝑉(𝑡, 𝑥)|.   

Дәлелдеуі. (1), (2) есебіне 𝜏(𝑡, 𝑥) =
𝑡

𝜑(𝑥)
 алмастыруын жасасақ, келесі есепке келеміз: 

 
𝜕𝑈

𝜕𝜏
= 𝐴1(𝜏, 𝑥) ∙ 𝜑(𝑥) ∙ 𝑈 + 𝜑(𝑥) ∙ 𝐹(𝜏, 𝑥)                               (4) 

 

𝑈(0, 𝑥) = 𝑈(1, x)                                                                     (5) 

 

(4), (5)есебін параметрлеу әдісі арқылы зерттеуге болады. Ол үшін ℎ > 0:𝑁ℎ=1 қадамымен  Ω̅𝑟 =
[0, 1] × [(𝑟 − 1)ℎ, 𝑟ℎ]  облысын 𝑁 бөліктерге бөлеміз де, әрбір облыстағы   𝑈(𝜏, 𝑥)функцияларын 

𝑈𝑟(𝜏, 𝑥), (𝜏, 𝑥) ∈ Ω̅𝑟, 𝑟 = 1,𝑁  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅арқылы белгілейміз. Нәтижесінде (4), (5)есебі келесі есепке 

айналады. 

 
𝜕𝑈𝑟

𝜕𝜏
= 𝐴1(𝜏, 𝑥) ∙ 𝜑(𝑥) ∙ 𝑈𝑟 + 𝜑(𝑥) ∙ 𝐹(𝜏, 𝑥)   , (𝜏, 𝑥) ∈ Ω̅𝑟, 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅        (6) 
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𝑈𝑟(0, 𝑥) = lim
𝜏→1−0

𝑈𝑁 (1, x), 𝑥 ∈ [0,1]                                                        (7) 

 

lim
𝜏→𝑠ℎ−0

𝑈𝑠 (τ, x) = 𝑈𝑠+1(𝑠ℎ, 𝑥), 𝑥 ∈ [0,1], 𝑠 = 1,𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                         (8) 

 

Енді 𝑈𝑟(𝜏, 𝑥) функциясының 𝜏 = (𝑟 − 1)ℎ − тағы мәнін𝜆𝑟(𝑥) арқылы белгілейік және 

𝑈̅𝑟(𝜏, 𝑥) = 𝑈𝑟(𝜏, 𝑥) − 𝜆𝑟(𝑥) алмастыруын енгізейік. Сонда (6)-(8) есебі келесі бастапқы шарты бар 

есепке айналады. 
𝜕𝑈̅𝑟

𝜕𝜏
= 𝐴1(𝜏, 𝑥) ∙ 𝜑(𝑥) ∙ 𝑈̅𝑟 + 𝐴1(𝜏, 𝑥) ∙ 𝜑(𝑥) ∙ 𝜆𝑟(𝑥) + 𝜑(𝑥) ∙ 𝐹(𝜏, 𝑥), 

𝑈̅𝑟((𝑟 − 1)ℎ, 𝑥) = 0, (𝜏, 𝑥) ∈ Ω̅𝑟, 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅                                                (9) 

 

𝜆1(𝑥) = 𝜆𝑁(𝑥) + lim
𝜏→1−0

𝑈̅𝑁 (τ, x), 𝑥 ∈ [0,1]                                            (10) 

 

𝜆𝑠(𝑥)+ lim
𝜏→𝑠ℎ−0

𝑈̅𝑠 (τ, x) = 𝜆𝑠+1(𝑥), 𝑠 = 1,𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                                    (11) 

Егер (𝜆∗(𝑥),  𝑢∗(𝜏, 𝑥)) жұптары (9)-(11) есебінің шешімі болса, онда 

𝑈̅(𝜏, 𝑥) = {
𝜆𝑟
∗(𝑥) + 𝑢𝑟

∗(𝜏, 𝑥), егер(𝜏, 𝑥) ∈ Ω𝑟 , 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅

𝜆𝑁+1
∗ (𝑥)               егер 𝑥 ∈ [0, 𝜔], 𝜏 = 1

 

(6)-(8) шекаралық есебінің шешімі болады. 

(6)-(8) есебімен салыстырғанда (9)-(11) есебінде Коши шарты бар және оның шешімі 

келесі интегралдық теңдеулер  жүйесіне пара-пар. 

 

𝑈̅𝑟(𝜏, 𝑥) = ∫ [𝐴1(𝜂, 𝑥)𝜑(𝑥)𝑈̅𝑟(𝜂, 𝑥) + 𝐴1(𝜂, 𝑥)𝜑(𝑥)𝜆𝑟(𝑥) + 𝜑(𝑥) ∙ 𝐹(𝜂, 𝑥)]
𝜏

(𝑟−1)ℎ
𝑑𝜂     (12) 

 

Осыдан, сәйкес lim
𝜏→𝑟ℎ−0

𝑈̅𝑟 (τ, 𝑥) анықтап, (10)-(11) шарттарға қойып және 

𝐷𝑟(𝑥) = ∫ 𝐴1(𝜂, 𝑥)𝑑𝜂
𝑟ℎ

(𝑟−1)ℎ
, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ белгілеуін енгізу арқылы 𝜆𝑟(𝑥) −ке қатысты келесі 

алгебралық теңдеулер жүйесін аламыз. 

𝑄(𝑥, ℎ) ∙ 𝜆(𝑥) = −𝐹1(𝑥, ℎ) − 𝐺1(𝑥, ℎ, 𝑈̅)                                                (13) 

Мұндағы, 

 

𝑄(𝑥, ℎ) =

(

 

𝐼
[𝐼 + 𝜑(𝑥)𝐷1(𝑥)]

0… .
0

0
−𝐼

[𝐼 + 𝜑(𝑥)𝐷2(𝑥)]… .
0

0
0
−𝐼… .
0

…
…
…… .
…

0
0
0… .

[𝐼 + 𝜑(𝑥)𝐷𝑁−1(𝑥)]

−[𝐼 + 𝜑(𝑥)𝐷𝑁(𝑥)]
0
0… .
−𝐼 )

  

 

𝐹1(𝜏, 𝑥) =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
−𝜑(𝑥)∫ 𝐹(𝜂, 𝑥)𝑑𝜂

1

(𝑁−1)ℎ

𝜑(𝑥)∫ 𝐹(𝜂, 𝑥)𝑑𝜂
ℎ

0

𝜑(𝑥)∫ 𝐹(𝜂, 𝑥)𝑑𝜂
2ℎ

ℎ …

𝜑(𝑥)∫ 𝐹(𝜂, 𝑥)𝑑𝜂
(𝑁−1)ℎ

(𝑁−2)ℎ )

 
 
 
 
 
 
 
 

𝐹1(𝜏, 𝑥) =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
−𝜑(𝑥)∫ 𝐴1(𝜂, 𝑥)𝑈̅𝑁(𝜂, 𝑥)𝑑𝜂

1

(𝑁−1)ℎ

𝜑(𝑥)∫ 𝐴1(𝜂, 𝑥)𝑈̅1(𝜂, 𝑥)𝑑𝜂
ℎ

0

𝜑(𝑥)∫ 𝐴1(𝜂, 𝑥)𝑈̅2(𝜂, 𝑥)𝑑𝜂
2ℎ

ℎ …

𝜑(𝑥)∫ 𝐴1(𝜂, 𝑥)𝑈̅𝑁−1(𝜂, 𝑥)𝑑𝜂
(𝑁−1)ℎ

(𝑁−2)ℎ )

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

(13) жүйесіне келесі түрлендірулерді жасаймыз. Біріншіден, әр жолды сәйкес интегралдық 

шекаралармен 𝜑(𝑥) ∫ 𝜃(𝜂, 𝑥)𝑑𝜂
𝑟ℎ

(𝑟−1)ℎ
 өрнегіне бөлеміз. Екіншіден, 𝑄(𝑥, ℎ)  матрицасында 
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диоганалды басымдық болатындай етіп оны алмастыру матрицасына көбейтеміз. Нәтижесінде 

диоганалдықбасымдыққ ие 𝑄̂(𝑥, ℎ) = 𝑃 ∙ 𝑄(𝑥, ℎ)  матрицасын аламыз. Бұл матрицаның нормасы 

‖𝑄̂(𝑥, ℎ)−1‖ ≤ 1 болады. Нәтижесінде (13) өрнек келесі өрнекке  түрленеді:    

 

𝑄̂(𝑥, ℎ) ∙ 𝜆(𝑥) = −𝐹̂1(𝑥, ℎ) − 𝐺̂1(𝑥, ℎ, 𝑈̅)                                                (13a) 

 

(13a) – өрнегіндігі𝑄̂(𝑥, ℎ) матрицасы диоганалды басымдыққа ие болғандықтан, (13a)  көпнүктелі 

алгебралық теңдеулер жүйесінің шешімі бар және оны келесі алгоритм бойынша табамыз. 

0 – қадам. 𝜆𝑟
(0)(𝑥) параметрінің бастапқы жуықтауын 𝑄̂(𝑥, ℎ) ∙ 𝜆(𝑥) = −𝐹̂1(𝑥, ℎ) теңдеуінен 

анықтаймыз. [(𝑟 − 1)ℎ, 𝑟ℎ] аралықтарында 𝜆(0)(𝑥) параметрін қолданып (9) Коши есебін шешу 

арқылы 𝑈̅𝑟
(0)(𝜏, 𝑥)  анықтаймыз. 

1 – қадам. Анықталған 𝑈̅𝑟
(0)(𝜏, 𝑥)  мәнін (13a) теңдеуінің оң жағына қойып 𝑄̂(𝑥, ℎ) ∙ 𝜆(𝑥) =

−𝐹̂1(𝑥, ℎ) − 𝐺̂1(𝑥, ℎ, 𝑈̅
(0)) теңдеуінен 𝜆𝑟

(1)(𝑥) мәнін анықтаймыз.  Табылған 𝜆𝑟
(1)(𝑥) арқылы (9) 

Коши есебінен 𝑈̅𝑟
(1)(𝜏, 𝑥) параметрін анықтаймыз. 

Енді, шешімнің жинақталатындығын және бағалануын көрсетейік. 

𝑄̂(𝑥, ℎ) матрицасының қайтымдылығынан 𝜆(0)(𝑥) бар болуы және келесі бағалау орынды 

болады: 

‖𝜆(0)(𝑥)‖ ≤ ‖𝑄̂(𝑥, ℎ)−1‖‖𝐹̂1(𝑥, ℎ)‖ ≤ ‖𝐹̂1(𝑥, ℎ)‖      (14) 

 

(9) Коши есебіне  Гронуолла-Беллман теңсіздігін қолдансақ: 

 

‖𝑈̅𝑟
(0)(𝜏, 𝑥)‖ ≤ |exp(𝛼‖𝜑(𝑥)‖ℎ) − 1|‖𝜆𝑟

(0)(𝑥)‖ + |ex p(𝛼‖𝜑(𝑥)‖ℎ)| ∙

𝑠𝑢𝑝
𝜏∈[(𝑟−1)ℎ,𝑟ℎ]

‖𝐹(𝜏, 𝑥)‖ℎ, 

𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, (𝜏, 𝑥) ∈ Ω𝑟. 
Мұндағы 𝛼 − 𝐴(𝜏, 𝑥)матрицасын жоғарыдан шектейтін сан.  

(14)ескерсек келесі өрнекті аламыз 

 

𝑠𝑢𝑝
𝜏∈[(𝑟−1)ℎ,𝑟ℎ]

‖𝑈𝑟
(0)(𝜏, 𝑥)‖ ≤ |exp(𝛼‖𝜑(𝑥)‖ℎ) − 1|‖𝐹̂1(𝑥, ℎ)‖ + |exp(𝛼‖𝜑(𝑥)‖ℎ)| ∙

𝑠𝑢𝑝
𝜏∈[(𝑟−1)ℎ,𝑟ℎ]

‖𝐹(𝜏, 𝑥)‖ℎ = 𝑀(ℎ) , (𝜏, 𝑥) ∈ Ω𝑟. 

 

Алгоритм бойынша 𝜆(1) анықтап, ‖𝜆(1)(𝑥) − 𝜆(0)(𝑥)‖айырмасын бағалаймыз: 

 

‖𝜆(1)(𝑥) − 𝜆(0)(𝑥)‖ ≤ ‖𝐺̂1(𝑥, ℎ, 𝑈̅
(0))‖ ≤ 𝛼ℎ‖𝑈̅(0)‖ ≤ 𝛼ℎ𝑀(ℎ) 

 

Итерациялық процесті жалғастырып (𝜆(𝑘)(𝑥),  𝑢(𝑘)(𝜏, 𝑥)) жұбын анықтаймыз. (12)өрнекке 

Гронуолла-Беллман теңсіздігін қолданып‖𝑈̅𝑟
(𝑘)(𝜏, 𝑥) − 𝑈̅𝑟

(𝑘−1)(𝜏, 𝑥)‖параметрлер айырмасын 

бағалаймыз: 

 

‖𝑈̅𝑟
(𝑘)(𝜏, 𝑥) − 𝑈̅𝑟

(𝑘−1)(𝜏, 𝑥)‖ ≤ (exp(𝛼‖𝜑(𝑥)‖ℎ) − 1) ∙ ‖𝜆(𝑘)(𝑥) − 𝜆(𝑘−1)(𝑥)‖            (15) 

 

(13a)өрнегінен: 

‖𝜆(𝑘+1)(𝑥) − 𝜆(𝑘)(𝑥)‖ = ‖[𝑄̂(𝑥, ℎ)]
−1
(𝐺̂1(𝑥, ℎ, 𝑈̅

(𝑘)) − 𝐺̂1(𝑥, ℎ, 𝑈̅
(𝑘−1)))‖ ≤ 

≤ 𝛼ℎ ∙ ‖𝑈̅𝑟
(𝑘)(𝜏, 𝑥) − 𝑈̅𝑟

(𝑘−1)(𝜏, 𝑥)‖ 

Осы өрнекті (15)-ке қойсақ: 
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‖𝜆(𝑘+1)(𝑥) − 𝜆(𝑘)(𝑥)‖ ≤ 𝛼ℎ(exp(𝛼‖𝜑(𝑥)‖ℎ) − 1)‖𝜆(𝑘)(𝑥) − 𝜆(𝑘−1)(𝑥)‖      (16) 

 

Қадамды ℎ ≤ {

1

2𝛼‖𝜑(𝑥)‖
, егер ‖𝜑(𝑥)‖ > 1

1

2𝛼
, егер ‖𝜑(𝑥)‖ ≤ 1

 түрінде таңдап алсақ (𝜆(𝑘)(𝑥),  𝑢(𝑘)(𝜏, 𝑥)) 

тізбегінің 𝑘 → ∞ ұмтылғанда  (𝜆∗(𝑥),  𝑢∗(𝜏, 𝑥)) шешімге жинақтылығын аламыз. (12)- теңдеуге 

(14)-(16)  теңсіздіктерін және  Гронуолла-Беллман леммасын қолданып ‖𝑈̅𝑟
∗(𝜏, 𝑥)‖ ≤ 𝑐ℎ 

бағалауын аламыз. Мұндағы с − ℎ −тан тәуелді емес. Ал ‖𝜆∗‖ үшін келесі бағалау орынды: 

 

‖𝜆∗‖ = ‖[𝑄̂(𝑥, ℎ)]
−1
(𝐹̂1(𝑥, ℎ) + 𝐺̂1(𝑥, ℎ, 𝑈̅

(𝑘−1)))‖ ≤ max
𝑖=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅

𝐹𝑖(𝜏, 𝑥)

𝜃(𝜏, 𝑥)
+
𝛼𝑐ℎ

𝜃0
 

 

Осыданh→ 0келесі бағалауды шығады: 

‖𝑈(𝜏, 𝑥)‖ ≤ ‖
𝐹(𝜏, 𝑥)

𝜃(𝜏, 𝑥)
‖ 

Бастапқы 𝜏(𝑡, 𝑥) =
𝑡

𝜑(𝑥)
 алмастыруды кері қолданып, теоремадағы ‖𝑉(𝑡, 𝑥)‖ ≤ ‖

𝐹(𝑡,𝑥)

𝜃(𝑡,𝑥)
‖, 𝑥 ∈

[0, 𝜔] бағалануын аламыз. Теорема дәлелденді. 
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АйталықLp, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, кеңістігі ‖𝑓‖𝑝
(1) <  ∞  2π - периодты өлшенетін функциялар 

кеңістігі болсын. Мұндағы ‖𝑓‖𝑝
(1) = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

2π

0
)
1/2

, 1 ≤ 𝑝 < ∞, және ‖𝑓‖𝑝
(1) =

𝑠𝑢𝑝 𝑣𝑟𝑎𝑖⏟      
0≤𝑝 ≤ 2π

|𝑓(𝑥)|, егер 𝑝 = ∞. Айталық 𝐿𝑝
0(1), 𝑓 ∈  𝐿𝑝

(1)
 функциялар жиынтығы болуы керек мына 

түрде ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2π

0
=0. 

𝜔𝛼 (𝑓, 𝛿)𝑝
1- α бөлшек ретті тегістік модулы арқылы белгілеңіз 𝑓 ∈  𝐿𝑝

(1)
 яғни 

𝜔𝛼 (𝑓, 𝑡)𝑝
(1) = 𝑠𝑢𝑝 ⏟

|ℎ|≤𝑡

‖Δℎ    
𝛼 (𝑓)‖𝑝

(1)
, 

 

мұндағы Δℎ    
𝛼 𝑓(𝑥) = ∑ (−1)𝑛∞

𝑣=0 (α
𝑣
)𝑓(𝑥 + (α − 𝑣)ℎ), х нүктесіндегі ℎ қадамымен 𝑓 

функциясының α-ші айырмасы. 
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