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и вторая сумма ограничена числом )(sup2 xf . Первая сумма ограничена числом 
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который равен o(1) при →n для любого x,  o(1)равномерно по х в любом замкнутом интервале 

точек непрерывности, и равномерно ограничена по n и х.  

Наконец, имеем 
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где )(tf равна )(tf на ],( +xx  и )0()( += xftf . Теперь 

 

 ( )  +xxfVH ,;  

 

если  достаточно мало, поскольку f  непрерывна справа в точке x[4]. Если fнепрерывна в 

каждой точке отрезка I, то мы можем выбрать такое 0 , что  ( )  +xxfVH ,;  для любого 

Ix . Очевидно, что сумма ограничена числом  ( )2,0;fVH  для любых n и х. 
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(𝑟(𝑡)|𝑥(𝑉)(𝑡)|
𝑝−2
𝑥(𝑉)(𝑡))

′

+ 𝑞(𝑡)|𝑥(𝜏(𝑡))|
𝑝−2
𝑥(𝜏(𝑡)) = 0,        (1) 

 

мұндағы 𝑝 > 1 нақты сан, 

(С1) 𝑟 ∈ 𝐶1([𝑡0, ∞), [0,∞)), 𝑟(𝑡) > 0, 𝑟
′(𝑡) ≥ 0,𝑞 ∈ 𝐶([𝑡0, ∞), [0,∞)),𝑞(𝑡) > 0, 

 

(С2) 𝜏(𝑡) ∈ 𝐶([𝑡0,∞), 𝑅), 𝜏(𝑡) ≤ 𝑡, , lim
𝑡→∞

𝜏(𝑡) = ∞, 

 

(С3)∫
1

𝑟1/(𝑝−1)(𝑠)
𝑑𝑠 = ∞

∞

𝑡0

. 

 

Анықтама 1.(1) теңдеулерінің нөлдік емес x шешімі шексіз көп нөлдері бар немесе жоқ 

болуына байланысты  тербелмелі немесе тербелмелі емес деп аталады.  

Анықтама 2. (1) теңдеу тербелмелі деп аталады, егер оның барлық шешімдері тербелмелі 

болса. 

Жартылай сызықты кешігуі бар дифференциалдық теңдеулер әртүрлі құбылыстарда, 

соның ішінде сұйықтықтарды араластыруда, экономика, биология, медицина, физика, инженерия 

және автоматты басқару мәселелері, ұшудағы тербелмелі қозғалыстар және адамның өзін-өзі 

теңгеруі және т.б. секілді мәселелерде пайда болады. Атап айтқанда, классикалық жартылай 

сызықты дифференциалдық теңдеулер немесе Эмден-Фаулер дифференциалдық теңдеулері 

сияқты p–Лаплас операторлары бар дифференциалдық теңдеулер Ньютондық емес сұйықтықтар, 

кеуекті орта есептері, химотаксис модельдері және т. б. зерттеуде көптеген қолданыстарға ие. 

Соңғы жылдары кешіктіруі бар дифференциалды тербелістерді талдау үшін көптеген маңызды 

нәтижелер алынды. 

Чиу мен Ли [1] функционалдық-дифференциалдық теңдеулер теориясын кеңейтетін 

бөлшектік-тұрақты жалпыланған аргументтермен алға және кешіктірілген дифференциалдық 

теңдеулердің скаляр класының тербелмелі қозғалысын қарастырды. 2014 жылы Ли және 

басқалары [2] дифференциалдық теңдеулердің шешімдерінің сапалық қасиеттерін зерттеу үшін 

бірнеше ашық есептерді ұсынды және авторлар зерттелетін теңдеулердің тербеліс шарттарын 

табу үшінРиккати әдісін қолданды.  

Bazighifan O. және басқалары [3] 𝑝–Лаплас операторы бар төртінші ретті жартылай 

сызықты кешіктіруі бар дифференциалдық теңдеудің Риккати әдісі бойынша тербеліс 

критерийлерінәртүрлі𝑝1, 𝑝2жағдайлары үшін шығарды және маңыздылығын көрсету үшін екі 

мысал көрсетті. Біз бұл жұмыста Bazighifan O. және басқалары [3] қолданылған әдісті 

пайдаланып,𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝 параметрі бар алтыншы ретті дифференциалдық теңдеу үшін тербеліс 

критерий алдық. 

2. Қосымша тұжырымдар.  

(1) теңдеунің тербеліс критерийлерді дәлелдеу барысында келесі леммалар қажет болады. 

Оларды дәлелдеусіз келтіреміз. 

Лемма 1 [4]. Айталық, ℎ ∈ 𝐶𝑛([𝑡0, ∞), (0,∞)) және оның   ℎ(𝑛)(𝑡) туындысы [𝑡0, ∞) -да 

тұрақты белгісі болсын. Сонымен қатар, ℎ(𝑛)(𝑡) бірдей нөлге тең емес және 𝑡1  ≥  𝑡0 табылып 

барлық 𝑡 ≥  𝑡1 үшін 

 

ℎ(𝑛−1)(𝑡)ℎ(𝑛)(𝑡) ≤ 0. 

 

Егер lim
𝑡→∞

ℎ(𝑡) ≠ 0 болса, онда 𝑡𝜆 ≥ 𝑡0 бар болып барлық 𝜆 ∈ (0,1) және 𝑡𝜆 ≥ 𝑡0 үшін 

 

ℎ(𝑡) ≥
𝜆

(𝑛 − 1)!
𝑡𝑛−1|ℎ(𝑛−1)(𝑡)| 
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орынды болады. 

Лемма 2[5]. Егер 𝑥 функциясы 𝑥(𝑖)(𝑡) > 0, 𝑖 =  0, 1, … 𝑛, және 𝑥(𝑛+1)(𝑡) < 0 

қанағаттандыратын болса, онда  

 
𝑥(𝑡)

𝑡𝑛/𝑛!
≥

𝑥′(𝑡)

𝑡𝑛−1/(𝑛 − 1)!
. 

 

Лемма 3. Айталық, (С1), (С2), (С3) шарттар орындалсын жәнех функциясы (1) теңдеудің 

оң шешімі болсын. Онда барлық 𝑡 ≥  𝑡0 үшін немесе 

(I) 𝑥 > 0, 𝑥 ′ > 0,𝑥 ′′ > 0, 𝑥 ′′′ > 0, 𝑥(𝐼𝑉) > 0, 𝑥(𝑉) >  0, 𝑥(𝑉𝐼) ≤  0немесе 

(II) 𝑥 > 0𝑥 ′ < 0, 𝑥 ′′ > 0, 𝑥 ′′′ < 0, 𝑥(𝐼𝑉) > 0, 𝑥(𝑉) <  0,  𝑥(𝑉𝐼) ≤  0 болады. 

Дәлелдеуі айқын. 

 

3. Негізгі нәтижелер 

Алдымен келесі салыстырмалы тұжырымды дәлелдейік.  

Теорема 1. Айталық,(С1), (С2), (С3) шарттар орындалсын. Егер 

 

′(𝑡) +
𝜆𝑝−1

120𝑝−1
𝑞(𝑡)𝜏5(𝑝−1)(𝑡)

𝑟(𝜏(𝑡))
𝜂(𝜏(𝑡)) = 0(2) 

 

бірінші ретті дифференциалдық теңдеу тербелмелі болса, онда (1) теңдеу де тербелмелі болады  

Дәлелдеуі. 

Кері жору арқылы дәлелдейміз. Айталық, (1) теңдеудің 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) интервалында тербеліс 

емес шешімдер болсын. Онда анықтама бойынша 𝑡1 ≥ 𝑡0 табылып барлық 𝑡 ≥  𝑡1 үшін 𝑥(𝑡) > 0 

және 𝑥(𝜏(𝑡)) > 0 болады. Белгілеу енгізейік: 

 

(𝑡) ≔ 𝑟(𝑡) (𝑥(𝑉)(𝑡))
𝑝−1

. 

 

(1) теңдеуге қойғанда, алатынымыз 

 

′(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑥𝑝−1(𝜏(𝑡)) = 0. (3) 
 

𝑥 оң және өсіп келе жатқандықтан, біз lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) ≠  0 көреміз.  

Лемма 3 бойынша екі жағдай болуы мүмкін. 

(І) жағдай қарастырайық. Онда Лемма 2 негізіндекелесі теңсіздік орынды болады: 

 
𝑥(𝑡)

𝑡
≥
𝑥′(𝑡)

5
. (4) 

 

Бұдан екі жағын туындылап, аламыз 

 

(
𝑥(𝑡)

𝑡
)

′

≥
𝑥′′(𝑡)

5
, 

 

немесе (4) ескере отырып, табамыз 

 
𝑥(𝑡)

𝑡2
≥
𝑥′′(𝑡)

20
. 
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Осылай тағы 3 рет біртіндеп туындыларды тауып, (4) бағалауды қолданып, ең соңына мына 

теңсіздікті аламыз: 

 

𝑥(𝑡)

𝑡5
≥
𝑥(𝑉)(𝑡)

120
. 

 

Олай болса, 𝜏(𝑡) > 0 болғандықтан, 

 

𝑥(𝜏(𝑡))

𝜏5(𝑡)
≥
𝑥(𝑉)(𝑡)

120
, 

 

бұдан 

 

𝑥𝑝−1(𝜏(𝑡)) ≥
𝜏5(𝑝−1)(𝑡)

120𝑝−1
(𝑥(𝑉)(𝜏(𝑡)))

𝑝−1
(5) 

 

(ІІ) жағдайдаЛемма 1 бойынша барлық 𝜆 ∈ (0,1) үшін келесі теңсіздік орынды болады: 

 

𝑥𝑝−1(𝜏(𝑡)) ≥
𝜆𝑝−1

120𝑝−1
𝜏5(𝑝−1)(𝑡) (𝑥(𝑉)(𝜏(𝑡)))

𝑝−1
(6) 

 

Сонымен, (5) және (6) салыстырып,  екі жағдайда да (6) бағалау орынды болатын көз 

жеткіземіз. 

Әрі қарай, (6) теңсіздікті (3)-ке қолданып, алатынымыз 

 

′(𝑡) +
𝜆𝑝−1

120𝑝−1
𝑞(𝑡)𝜏5(𝑝−1)(𝑡) (𝑥(𝑉)(𝜏(𝑡)))

𝑝−1

≤ 0. 

 

(𝑡) функцияның белгілеуді ескере отырып, табамыз 

 

′(𝑡) +
𝜆𝑝−1

120𝑝−1
𝑞(𝑡)𝜏5(𝑝−1)(𝑡)

𝑟(𝜏(𝑡))
𝜂(𝜏(𝑡)) ≤ 0. 

 

[6] жұмысындағы 1-теорема бойынша соңғы теңсіздік орындалғанда (2) теңдеу оң шешіміне ие 

болады. Бұл теореманың тұжырымына қарама қайшылыққа әкеледі. Яғни, (2) теңдеу тербелмелі 

болса, онда (1) теңдеуде тербелмелі болады. Сонымен, теорема толық дәлелденген. ■ 

Теорема 2. Айталық,(С1), (С2), (С3) шарттар орындалсын. Егер  

 

li m i nf
𝑡→∞

∫
𝜆𝑝−1

120𝑝−1
𝑞(𝑠)𝜏5(𝑝−1)(𝑠)

𝑟(𝜏(𝑠))

𝑡

𝜏(𝑡)

𝑑𝑠 >
1

𝑒
, 𝜆 ∈ (0, 1), (7) 

 

шарт орындалса, онда (1) теңдеу тербелмелі болады. 

Дәлелдеуі. 

Теорема 1 негізінде берілген (1) теңдеу тербелмелі болады, егер (2) теңдеу тербелмелі 

болса. Ал (2) теңдеу 𝜏(𝑡) кешіктіруі бар бірінші ретті сызықты дифференциалдық теңдеу болып 

табылады. Олай болса, [7] жұмысындағы 1-теорема бойынша (2) теңдеу тербелмелі болады, егер 

(7) шарт орындалса. ■ 
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В современном мире, где технологии играют ключевую роль в различных областях, 

включая кибербезопасность, обработку сигналов, телекоммуникации и физику 

полупроводников, понимание и анализ дискретных потенциалов Рисса является актуальной 

задачей. Дискретные потенциалы Рисса играют важную роль в разработке и анализе различных 

устройств, таких как полупроводниковые приборы, квантовые компьютеры и дискретные 

системы связи. Понимание их характеристик и свойств имеет прямое отношение к развитию 

современных технологий и научных исследований. 

Рассмотрим некоторые цели: 

1. Исследование свойств дискретных потенциалов Рисса:  

Целью является изучение основных свойств дискретных потенциалов Рисса, таких как их 

форма, амплитуда, глубина и распределение. Это позволит лучше понять их влияние на 

электронные и квантовые системы. 

2. Разработка методов моделирования и анализа: 

Важной целью является разработка эффективных методов моделирования и анализа 

дискретных потенциалов Рисса. Это позволит исследователям и инженерам более точно 

оценивать их воздействие на различные системы и устройства. 

3. Практическое применение в технологиях:  
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