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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ СИММЕТРИЧЕСКИХ  

ЦИРКУЛЯНТНЫХ МАТРИЦ  

 

Калиев П.У. 

Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан 

E-mail: p.kaliyev@gmail.com 

 

Рассмотрим - диагональную симметрическую циркулянтную матрицу порядка   

N≥2n+1, (n≥1), 

AN = circ(bn, bn+1,..., b2n,0,...,., b0,,..., bn-1),                                 (1) 

где 

bi = ( ) ( ) ,  



 1 12 2
0

2 1s
n
s

s

i
nC i s i = 0,1,...,2n.                (2) 

Такие матрицы возникают при построении интерполяционных сплайнов дефекта 1 на 

равномерной сетке [1].  Для кубических сплайнов используются трехдиагональные цирку-

лянтные матрицы при n=1, некоторые свойства таких  матриц приводятся в работе [2].  В 

данной работе ставится задача нахождения элементов обратной матрицы для (2n+1)- сим-

метрической циркулянтной матрицы, заданной формулами (1), (2) для  n>1. 

Пусть 

                                                     AN
1

 = circ(a1
N

,a 2
N

,..., aN
N

)    (3) 

матрица, обратная циркулянтной матрице AN. Необходимо получить явные выражения для  

элементов A N
1

. Из уравнения AN
1
AN = Е, где Е - единичная матрица порядка N, имеем си-

стему: 
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 (4) 

Сопоставим матрице AN характеристический полином Pn(x) = b xi
i

i

n

,



0

2

 

который   известен   в  литературе   как   полином  Эйлера.  Корни   wl,  l=1,2,...,2n, этих по-

линомов вещественны, отрицательны и различны  [3,4]. Пусть      wl< 1, l= 1,2,...,n  и    -1 

<wn< ...<w1< 0,  тогда   wl•w2n+1-l = 1. С возрастанием  n все эти корни сдвигаются влево по 

направлению к (-1),  

n
lim wn= -1, однако всегда wn -1, т.е. Pn(-1)  0 [3]. Будем искать  a i

N
 в 

виде   a i
N

 = 



n

l

i

ll wc
2

1

1
,  где c N

l  - коэффициенты, которые необходимо определить. 

 Подставив это выражение в (4) и учитывая, что Pn(wl) = 0, получаем систему из 2n 

уравнений с 2n неизвестными c N

l : 
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Далее, учитывая, что bi-1=b2n+1-i, i = 1,2,...,n, преобразуем выражения в левой части первых (n-

1) уравнений системы к виду: 
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Аналогично 
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Обозначив   al = c )1( N

l

N

l w , отсюда получаем систему уравнений 
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которая, как не трудно видеть, эквивалентна системе 
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 Определитель полученной системы представляет собой определитель Вандермонда, а 

ее решение записывается в виде 
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Таким образом,  
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Учитывая равенство wl•w2n+1-l = 1, нетрудно показать, что  

 




 
n

l

iN

l

i

l

N

l

N

i wwca
2

1
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В дальнейшем будет удобно ввести величины  a i
N

 при i = -n+2,-

n+3,...,0,N+1,N+2,...,N+n+1, определяемые также формулой (6). Тогда из (5) и (7) получаем 

следующие свойства: 

a i
N

= aN i
N
 2 ,  i = -n+2,  -n+3,...,0,...,N+n, 

a i
N

= a i N
N
 ,   i=  -n+2,  -n+3,...,0,...,n,                                              

a n
N
1 - a n N

N
 1 = 1. 

Полученные явные выражения a i
N

, i=1,2,…,N элементов обратной матрицы симмет-

рической циркулянтной матрицы (2n+1) порядка можно использовать для получения точных 

поточечных оценок погрешности приближения сплайнами нечетной степени на равномерной 

сетке. 
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Аннотация 

 Моделирование и симуляции – методики, которые позволяют искусственно воспроиз-

вести реальные ситуации для обеспечения максимального уровня безопасности и эффек-

тивности в процессах обучения. Посредством использования симуляторов возможно облег-
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