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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВОЛНОВЫХ ПРОЦЕССОВ В НЕОДНОРОДНЫХ 

СРЕДАХ 
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Евразийский национальный университет имени Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан 

E-mail: juzbayev@mail.ru, dianasabitova@yahoo.com 

 

Аннотация. Статья посвящена численному моделированию распространения упругих 

волн в неоднородных средах.Основываясь на уравнениях движения и соотношений 

обобщѐнного закона Гука были определены уравнения, описывающие малые динамические 

деформации в условиях плоской задачи. Была принята явная разностная схема и шаблон, по-

строенные на основе метода бихарактеристик с добавлением идей расщепления по простран-

ственным координатам. Получены разрешающие разностные уравнения для внутренних, 

граничных и угловых точек области. 

Ключевые слова: волновые процессы, неоднородные среды, метод бихарактеристик, 

численное моделирование, определяющие уравнения, вектор скорости, тензор напряжений. 

 

1. Введение 

Математическое моделирование распространения волн в составных упругих средах 

актуально во многих отраслях, таких как строительство, конструирование, машиностроение 

и т.п. Для теоретического и прикладного исследования представляется важным изучение за-

кономерностей развития контактного взаимодействия динамически деформируемых сред. 

На сегодняшний день существует ряд математических методов исследования. В связи 

с развитием информационных технологий и доступности к вычислительным мощностям 

компьютеров, получили новое развитие численные методы решения: метод пространствен-

ных характеристик [1-4], метод конечных разностей [5], метод граничных интегральных 

уравнений [6, 7] и т.д. 

2. Постановка задачи 

Как показано на рисунке 1, пусть в декартовой системе координат прямоугольная по-

лоса занимает область 

 ),0( 2211 lxLxD   

а полуплоскость –  

 )()( 22112112 lxLxLxxLD  . 

http://arduino.ua/ru/hardware/Nano
https://digitalelectronics.kz/
mailto:juzbayev@mail.ru
mailto:dianasabitova@yahoo.com
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Свойства линейно-упругих изотропных, разнородных материалов задаются плотно-

стью k , параметрами Ламе k  и k (k=1,2). В момент времени 0t  тело находится в состо-

янии покоя. 

 0
)()(


kk

i
v    (1) 

где 
)(k

v , 
)(k

i
  – компоненты вектора скорости и тензора напряжений в k-том теле ( , 

i=1,2). 

 
Рисунок 1 – Исследуемая область 

 

В момент времени nt (n=1.150) на нормальной границе 01 x , lx 2
 прямоугольной 

полосы сообщается механическое возмущение, изменяющееся по закону:  

 )(
)1(

11 tf , 0
)1(

12   (2) 

Остальные границы неоднородного тела свободны от напряжений: 

 0
)2(

1 i , при (i=1,2), ,11 Lx   2xl ; (3) 

 0
)1(

2 i , при (i=1,2), ,2 lx  110 Lx   (4) 

Условия на контактных границах отвечают требованиям полного сцепления полосы и 

полуплоскости: 

 
)2(

1

)1(

1 ii   , 
)2()1(

ii vv  , при (i=1,2), ,21 Lx  lx 2
 (5) 

 
)2(

2

)1(

2 ii   , 
)2()1(

ii vv  , при (i=1,2), ,211 LxL  lx 2
 (6) 

Необходимо исследовать напряженно-деформированное состояние неоднородной 

среды 21 DD  . 

3. Численное моделирование в неоднородных средах 

В данной статье для решения задач распространения волн в неоднородных средах 

рассматривается метод бихарактеристик с добавлением идей метода расщепления [8-10]. 

Ниже он использован для исследования плоских волновых процессов в полуплоскости с ча-

стично заделанной в нее полосой (рисунок 1). 

Для решения задачи наряду с начальными (1) и граничными условиями (2-6) исполь-

зуется система, состоящая из уравнений движений и соотношений обобщенного закона Гу-

ка[11]. 

 kp ;
)(

,

k
U  

)()()(
2

k

k

k

ijk

k

jii     (7) 

где 
)(k

j  – компоненты тензора деформации из соотношения Коши, 
i

  – символ Кронекера, 

U  – вектор перемещения, индексы ),,,,( kji  принимают значение 1, 2; причем ji   и 

),,( ji ; нижними индексами после запятой обозначаются производные по соответству-
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ющей пространственной переменной, точкой сверху – производные по времени; по дважды 

повторяющимся греческим индексам необходимо суммировать. Решение задачи удобно 

отыскивать в безразмерных величинах, которые получаются после введения обозначений как 

в [12]. 

Тело 21 DD   линиями constx 1 , отстоящими друг от друга на расстоянии ih , делит-

ся на ячейки. Пересечения линий  образуют углы. Использование явной разност-

ной схемы второго порядка точности позволяет установить значения неизвестных величин в 

узлах nt  слоя (  – шаг по времени) по известным их значениям в узлах слоя по времени 

nt  (n=0.150). 

Принимается шаблон, состояний из узла O и точек 

i  (i=1,2), лежащих на коорди-

натных линиях constxi   и отстоящих о точки O на расстоянии  )(

1

k  и  )(

2

k  (рисунок 2). 

Наклонные прямые, исходящие из точки A, являются бихарактеристиками. 

 
Рисунок 2 – Бихарактеристики на плоскости 

 

В дальнейшем значениям функции в точке O приписываются верхний знак O, в точ-

ках  – нижний индекс i , а верхний знак   (например, )(k

i



 ), в точке A дополнительный 

знак не приписывается. Шаг по времени   выбирается из условия устойчивости схемы Ку-

ранта-Фрэнсиса-Леви [12]. В безразмерной форме уравнения (7) имеют вид: 
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,

)( k
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k
v   ; 

 )1)(()(
)(

,

)(

,

)(

2

)(
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3

)(

,

)(

1

)(

j

k

ij

k

ji

k

i

k

ij

kk

ii

kk

i vvvv     (8) 

Разностные схемы. Система (8) расщепляется на две системы уравнений, соответ-

ствующие 1  и 2 : 

 ;
)()()(

,

kk

k

k

iji
Apv     

 
)()()(

1

)( kkkk

iji
Bv    , (9) 

здесь 

 ;
)()(

,

k

k

k

iii
pA    

 
jii

k

ij

kk

ji

kk
vvB  

)(

,

)(

2

)(

,

)(

3

)(
 . (10) 

На характеристиках (рисунок 2) 

 dtpdx
k

ikj

)(
  (11) 

constx 1



i
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должны быть выполнены условия [12] 

 dtApBdvpd
kk

ik

kkk

ik

k

iii
)(

)()()()()()(

   , )2,1,1(  i  (12) 

Уравнения (9) и условия (12) используются для отыскивания решения задачи (1-7). 

Интегрирование методом трапеции уравнения (9) от точки O и соотношений (12) от точек 

 до точки A (рисунок 1) позволяет получить разностные уравнений для внутренних точек 

области  [12]. 

   

 
)(0)()()()(0)(

(
2

kkk

j

kkk

ijiii
vB  


   (13) 

и 

 )(
2

)(
)()()()()()()()()()( kkk

ik

kkkkk

ik

kk

iiiiii
AApBBvp


  


  (14) 

Значения функций в не узловых точках  вычисляются по формуле Тейлора около 

узловой точки с точностью до второго порядка относительно шага по времени  [12]. Ис-

ключая неизвестные 
)(k

i
 , 

)(k
v  из (14), при помощи (13), можно получить восемь уравне-

ний относительно производных в расчетном слое времени : 

 
)()(0)(0)(0)(02)()()(2)(

)()(
,,,

k

ik

kkkkk

ik

kk

ik

k

ik pvvppvp
iiiiiiiii

    (15) 

Складывая и вычитая поочередно соответствующие пары уравнений из (15), можно 

найти неизвестные производные 
)(k

i
v , 

)(

,

k

ji
 , )2,1,1(  i . 

 ;
)(0)(0)( kkk

iii
vvv    

 
)(0)(0)(

,,,

kkk

iiiiii    . (16) 

Систему уравнений (16) можно использовать для определения неизвестных, как во 

внутренних, так и в граничных узловых точках исследуемой области . Подстановка 

равенств (16) в (13) позволяет получить неизвестные ,  во внутренних узловых 

точках тела в момент времени . 

На граничных линиях заданы два компонента напряжения (2-4). В расчетах 

не могут быть использованы условия (15) на двух характеристиках, не принадлежащих обла-

сти . Тем самым, по сравнению с внутренними точками число уравнений (15) сокра-

щается на 2. Совокупность оставшихся уравнений (13), (15) и двух граничных условий (2-4) 

является замкнутой линейной системой относительно тринадцати неизвестных (восьми про-

изводных и пяти функций). Точки контактных линий CR, PD и CD рассматриваются как гра-

ничные точки отдельных областей 1D , 2D . В каждой из этих точек число уравнений (13), 

(15) равно 22, а неизвестных – 26. Замкнутая система уравнений получается, если наряду с 

(13), (15) использовать условия жесткого сцепления (5), (6). 

В угловых точках B и E заданы четыре компонента тензора напряжений. В силу зако-

на парности касательных напряжений только три из них являются линейно независимыми. В 

расчетах должны отсутствовать условия (15) на четырех характеристиках, не принадлежа-

щих области . Число неизвестных производных можно сократить непосредственным 

дифференцированием граничных функций (2), (4) вдоль границы получаются производные 

0
)1(

1,12   и 0
)1(

2,12  . Уравнения относительно 
)1(

12  из системы (13) при 0
)1(

12   превра-

щается в тождество. Остальные неизвестные вычисляются при последовательном решении 

уравнений (13) и (15). 

4. Заключение 


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Методика расчета, описанная в данной статье, может быть использована для анализа 

напряженно-деформированного состояния и особенностей распространения волн в плоских 

неоднородных телах при действии продольных, поперечных и испульсных нагрузок.   

Рассматриваемый метод показал высокую точность и устойчивость, что, в свою оче-

редь, говорит о широком спектре прикладного значения данного метода и возможности его 

использования для решения различных волновых задач. 
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Казахстан находится в самом центре Евразийского континента, является мостом меж-

ду Европой и Азией, вблизи быстрорастущих рынков Китая, России и Индии. Выгодное гео-

графическое положение, макроэкономическая, социальная и политическая стабильность со-

здали в Казахстане один из самых привлекательных инвестиционных климатов в регионе. 

Если рассматривать динамику последних 10 лет, основной объем прямых иностран-

ных инвестиций был привлечен в период реализации Государственной программы индустри-

ально-инновационного развития на 2010-2014 годы. Одним из значимых результатов про-

граммы является то, что сегодня в каждом третьем секторе промышленности имеется произ-

водство с участием иностранных инвесторов. Это стало возможным благодаря значительно-

му улучшению инвестиционного климата в стране. 

Инвестиции в информационные системы управления тесно связаны с такими поняти-

ями как инновации и инвестиции. 

Инновационный процесс включает научно-исследовательские, опытно-

конструкторские, проектно-технологические и экспериментальные работы, а также работы 
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