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Абстракт. 
В работе разработан алгоритм и составлена программа нахождения оптимального 

плана транспортной задачи с промежуточными пунктами, которая является обобщением 
классической транспортной задачи. 
Введение. 

Классическая транспортная задача известна как задача Монжа-Канторовича. Гаспар 
Монж [1] сформулировал классическую транспортную задачу в 1781 году. Л.В. Канторович 
[2] развил теорию и положил начало линейному программированию. Предлагаемый в работе 
алгоритм основан на возможности сведения поиска оптимального плана обобщенной задачи 
к решению классической транспортной задачи. 

Транспортная задача в классическом понимании является задачей о нахождении 
оптимального плана перевозок однородных продуктов из источников к стокам. Обозначим 
через количество источников,а через  – количество стоков. Положим, что объем поставок-
го источника равна  для  а объем потребления j-го стока равна  для 

. Пусть стоимость перевозки каждой единицы продукта от -го источника кj-ому стоку 
равна . Далее, общий объем поставок всех источников равен общему объему потребления 
всех стоков. План перевозок обозначим через матрицу , элементы которой 
обозначают количество продуктов, перевозимых из i -го источника  к j-ому стоку. Тогда 
математическая модель классической транспортной задачи примет вид: 

 
 

 

 

                         (1) 

  

 

 

Положим источники и стоки транспортной задачи за вершины ориентированного 
графа, причем вершины буду связаны ребром, если определена возможность перевозки из 
источника к стоку. Тогда, транспортную задачу можно будет представить в виде 
ориентированного графа (см. рисунок 1). 
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Рисунок 1 
 
Обобщением данной задачи является транспортная задача с промежуточными 

пунктами [3], где перевозки продуктов могут происходить не только напрямую от источника 
к стоку, но и через промежуточные пункты, которые, в зависимости от области приложения, 
могут представлять собой склады товаров, филиалы агентств, дата центры, серверы 
различного назначения и т.д. В транспортной задаче с промежуточными пунктами перевозки 
осуществляются от источников в промежуточные пункты или стокам, от промежуточных 
пунктов к другим промежуточным пунктам или стокам. 

Отметим обозначения, используемые в транспортной задаче с промежуточными 
пунктами. Пусть даны  источников, промежуточных пунктов и стоков. Тогда у нас будет 

 пунктов , первые  из которых являются источниками, следующие  – 
этопромежуточные пункты , а последние  являются стоками. Для каждого пункта  
определим его мощность : 

 если  является источником, то его мощность  равна объему поставок; 
 если  является стоком, то его мощность  равна отрицательному числу, по модулю 

равному объему потребления; 
 если  является промежуточным пунктом, то его мощность или равна излишку 

продукции, или равно отрицательному числу, по модулю равному недостатку 
продукции; 

Рассмотрим особенность определения мощности промежуточного пункта на примере 
распределительной сети торговой компании, источниками которой являются оптовые базы, 
промежуточными пунктами – склады, а стоками – отдела продаж. 

При росте спроса на продукцию, торговая компания, увеличивая предложение, не 
только начинает завозить больше продукции в отделы продаж, но и увеличивает запас на 
складах. В данном случае, на складах перед началом транспортировок будет наблюдаться 
недостаток продукции и мощность промежуточных пунктов будет отрицательной. При 
снижении спроса, компания будет стараться распродать продукцию, имеющуюся на складах. 
В этом случае, на складах перед началом транспортировок будет наблюдаться избыток 
продукции и мощность промежуточных пунктов будет положительной. 

Обозначим стоимости и объемы перевозки из -го источника/промежуточного пункта кj-
ому стоку/промежуточному пункту, как и для транспортной задачи, через  и  
соответственно. Математическая модель классической транспортной задачи с 
промежуточными пунктами имеет вид: 
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Транспортную задачу с промежуточными пунктами удобно записать в виде таблицы. 

Таблица 1 
 

Пункты 
отправления 
перевозок 

Пункты назначения перевозок 

 …   …  

       
…       

       
       

…       

       
 
 

Рассмотрим пример транспортной задачи с промежуточными пунктами, граф которой 
изображён на рисунке 2. Заметим, что внутри вершин графа указан номер пункта. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 2 
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В данном примере вершины 1 – 4 являются источниками с мощностями 4, 3, 6, 2, 
соответственно. Промежуточные пункты обозначены вершинами 5 – 8 и имеют мощности3, 
0, 2, -3. Вершины 9, 10, 11 являются стоками с мощностями -6, -7, -4. Стоимости перевозок 
указаны в таблице 2. 

Таблица 2 

Пункты 
отправления 

перевозок 

Пункты назначения перевозок 
Поставка Пункт 

5 Пункт 6 Пункт 7 Пункт 8 Сток 9 Сток 
10 

Сток 
11 

Источник 1 4 3      4 

Источник 2  4  6    3 

Источник 3 2  1     6 

Источник 4  3     7 2 

Пункт 5 0   3  5  23 

Пункт 6  0    6 9 20 

Пункт 7   0 2  4  22 

Пункт 8    0 7  12 17 

         

Потребление 20 20 20 20 6 7 4  

 

В таблице 2 указаны также мощности источников (см. столбец «Поставка») и стоков 
(см. строку «Потребление»). Пункты 5 – 8 указаны и в строках, и в столбцах согласно тому, 
что промежуточные пункты могут и принимать перевозки, так и передавать продукты 
дальше. 

Чтобы свести рассматриваемый пример транспортной задачи с промежуточными 
пунктами, необходимо рассмотреть пункты 5 – 8, указанные в строках, как источники, а 
пункты, указанные в столбцах – как стоки. Далее надо указать их мощности и доказать 
эквивалентность решений. 

Определим максимум потока продуктов как сумму всех положительных мощностей. 

 

где  – это мощность -го промежуточного пункта. В обозначениях классической 
транспортной задачи (1) положим, что 

 

где индекс  пробегает по всем промежуточным пунктам. Данное определение 
промежуточных пунктов как источников и стоков позволяет сформулировать классическую 
транспортную задачу. 
Теорема. Транспортная задача (1) и транспортная задача с промежуточными пунктами (2) 

эквивалентны, т.е. их оптимальные решения совпадают. 
Доказательство. Для доказательства эквивалентности рассмотрим следующие 

равенства: 
 

 

(3) 
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(4) 

 

где индекс k пробегает по всем промежуточным пунктам, а –это множество индексов 
пунктов, на которые можно перевезти продукты из -го промежуточного пункта, а – это 
множество индексов пунктов, с которых может осуществляться перевозка на -ый 
промежуточный пункт. Вычтем (3) из (4): 

 

 

(5) 

 
Уравнение (5) задаёт ограничение для каждого промежуточного пункта, которое и 

необходимо для доказательства эквивалентности задач. Что и требовалась доказать. 
Блок схема алгоритма описанного способа решения транспортной задачи с 

промежуточными пунктами, указан на рисунке 4. 

 

Рисунок 4 
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Полученный оптимальный план для рассмотренного примера транспортной задачи 
указан в таблице 3. 

Таблица 3 
 

Пункты 
отправления 

перевозок 

Пункты назначения перевозок 
Пункт 

5 Пункт 6 Пункт 7 Пункт 8 Сток 9 Сток 10 Сток 11 

Источник 1 2 2      
Источник 2    3    
Источник 3   6     
Источник 4       2 
Пункт 5 18     5  
Пункт 6  18     2 
Пункт 7   14 6  2  
Пункт 8    11 6   

 
 

Данный оптимальный план был получен программой на Java, реализующей 
предложенный алгоритм. 
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В пocлeдниe гoды вce чaщe oтмeчaeтcя cнижeниe эффeктивнocти трaдициoннoгo 

oбyчeния, кaк нa yрoвнe cрeднeй шкoлы, тaк и нa yрoвнe вyзa, прoявляющeecя в 
aвтoритaрнocти пeдaгoгичecких трeбoвaний, в yчeнии, cлaбo cвязaннoм c пoтрeбнocтями 
oбyчaющeгocя, c eгo индивидyaльными рecyрcaми. Жecткaя рeглaмeнтaция дeятeльнocти 
oбyчaющихcя нa зaнятиях, принyдитeльнocть oбyчaющих прoцeдyр, зaчacтyю привoдит к 
нeпoнимaнию cтyдeнтaми цeлeй cвoих дeйcтвий, к oтcyтcтвию ocoзнaния нeoбхoдимocти 
изyчaeмoгo мaтeриaлa и eгo прaктичecкoй знaчимocти. В cвязи c чeм, y cтyдeнтoв 
нaблюдaeтcя oтcyтcтвиe yчeбнoй мoтивaции, нecфoрмирoвaннocть нaвыкoв плaнирoвaния 
cвoeй дeятeльнocти. 

Нeoтъeмлeмoй и вaжнoй чacтью этих прoцeccoв являютcя кoмпьютeрныe тeхнoлoгии 
в oбрaзoвaнии. В нacтoящee врeмя в Кaзaхcтaнe идeт cтaнoвлeниe нoвoй cиcтeмы 


