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Л.Н.Гумилев атындағы ЕҰУ-нің 3 курс докторанты, Астана қ., Қазақстан 

Ғылыми жетекші-ф-м. ғ.д., қауымдастырылған профессор, К. А. Бекмаганбетов 

 

 Дербес туындылы диссипативті теңдеулер үшін траекториялық аттракторлар 

теориясы В.В. Чепыжов және М.И. Вишик әзірлеген [1]. Бұл тәсілге сәйкес Коши есептері 

үшін шешімдерінің жалғыздығы әлі дәлелденбеген (мысалы, 3D Навье-Стокс жүйесі) 

немесе орындалмайтын (мысалы, осы баяндамада қарастырылған Гинзбург-Ландау 

комплексті теңдеуі) эволюциялық теңдеулердің шешімдерінің ұзақ мерзімді әрекетін 

зерттеуде маңызды. Соңғы уақыттарда пайда болған перфорацияланған облыстарда 

анықталған сызықты емес эволюциялық теңдеулерінің аттракторларының орташалануына 

байланысты жұмыстарды атап өтейік ([2], [3]). 

Аттракторлар диссипативті сызықты емес эволюция теңдеулерінің шешімдерінің 

уақыт шексіздікке ұмтылғандағы әрекетін сипаттайды. Олар динамикалық жүйелердің ең 

маңызды шектік объектілерін, яғни эволюциялық теңдеулермен басқарылатын модельдің 

барлық динамикасын сипаттайтын траекториялардың жиындарын көрсетеді. 

Бұл жұмыс перфорацияланған материалдар мен кеуекті ортадағы процестерді 

модельдеумен байланысты. Кеуекті орталардағы есептердің асимптотикалық талдауы, 

әсіресе олардың шекараларында тривиальды емес Робин (Фурье) шарттары бар қуыстар 

саны мен өлшемдерінің шекті мәні жағдайында, яғни есептердің сингулярлық бұзылуы 

жағдайында жеткілікті күрделі. Бұл жағдайда модельдің тиімді әрекетін сипаттайтын 

Гинзбург-Ландау теңдеуінің аттракторларынының орташалануы, егер оны берілгенмен 

салыстыратын болса, басқа құрылымға ие болады. Гинзбург-Ландау теңдеуінің 

аттракторларынының орташалануы қосымша потенциал пайда болған жағдайды 

зерттейміз және аттракторлардың Хаусдорф жинақтылығын дәлелдейміз, өйткені кіші 

параметр нөлге ұмтылады. Осылайша, атрракторлардың орташалауын тұрғызамыз және 

қосымша потенциалы бар шекті (орташалау) теңдеудің аттракторына бастапқы 

аттракторлардың жинақталуын дәлелдейміз. Әлсіз топологиясы бар сәйкес аксилярлық 

функционалдық кеңістіктерді анықтай отырып, біз шекті (орташалау) теңдеулер жүйесін 

шығарамыз және осы жүйе үшін траекториялық аттракторлардың бар екенін дәлелдейміз. 

Содан кейін негізгі теореманы тұжырымдап, оны қосымша леммалардың көмегімен 
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дәлелдейміз. 

 
1-сурет. Гинзбург-Ландау теңдеуінің аттракторлары. 

 

Периодтық кедергілермен шектелген облыста орнатылған теңдеуде және шекаралық 

шартта жылдам тербелетін мүшелері бар күрделі Гинзбург-Ландау теңдеуін 

қарастырамыз. 

Кедергілер шекарасында біз Робин шартын, ал сыртқы шекарада Дирихле шартын 

белгілейміз. Бұл есептің траекториялық аттракторлары (1-суретті қараңыз) қосымша 

потенциалы бар Гинзбург-Ландау теңдеуінің аттракторларынының орташалануы әлсіз 

топологияда жақындайтынын дәлелдейміз. Сонымен қатар, біз сәйкес траекториялық 

аттракторлардың бар екенін дәлелдейміз.  Ұқсас жағдайдағы теңдеуді келесі жұмыстан 

қарай аламыз [3]. 

Ω – ℝ𝑛-гі шектелген облыс (𝑛 ≥ 3), 𝜕Ω – тегіс бөлікті шекара болсын. 𝐺0 ⊂

𝑌 = (−
1

2
,
1

2
)
𝑛

 – облыс болсын, тиесілі 𝐺̄0 шарға диффеоморфты компакт болып 

табылатындай. 

𝛿 > 0және U – бүтін сандар жиыны болсын, біз келесі белгілеулерді енгізейік: 𝛿ℤ =
{𝑥: 𝛿−1𝑥 ∈ ℤ}. 𝜀 > 0 үшін, 𝜀𝑛/𝑛−2𝐺0 ⊂ 𝜀𝑌 жеткілікті аз деп болжаймыз. 𝑗 ∈ ℤ𝑛 үшін келесi 

жиындарды анықтаймыз  

𝑃𝜀
𝑗
= 𝜀𝑗, 𝑌𝜀

𝑗
= 𝑃𝜀

𝑗
+ 𝜀𝑌, 𝐺𝜀

𝑗
= 𝑃𝜀

𝑗
+ 𝜀𝑛/(𝑛−2)𝐺0. 

Әрі қарай, Ω̃𝜀 = {𝑥 ∈ 𝛺: 𝜌(𝑥, 𝜕Ω) > √𝑛𝜀} облысын және Υ𝜀 = {𝑗 ∈ ℤ
𝑛: 𝐺𝜀

𝑗
∩ Ω̄̃𝜀 ≠ ∅} 

рұқсат етілген индекстер жинағын анықтаймыз. 
Назар аударыңыз, |Υ𝜀| ≅ 𝑑𝜀

−𝑛 мұнда, 𝑑 > 0 – тұрақты. Келесі облысты 

қарастырайық, Ω𝜀 = Ω\𝐺̄𝜀, 𝐺𝜀 = ⋃ 𝐺𝜀
𝑗

𝑗∈Υ𝜀 . 

Гинзбург-Ландау комплексті теңдеулері үшін бастапқы–шектік есептің 

траекториялық аттракторларының асимптотикалық әрекетін зерттейміз  

{
 
 
 

 
 
 
𝜕𝑢𝜀
𝜕𝑡

= (1 + 𝛼i)Δ𝑢𝜀 + 𝑅 (𝑥,
𝑥

𝜀
) 𝑢𝜀 − (1 + β (𝑥,

𝑥

𝜀
) i) |𝑢𝜀|

2 𝑢𝜀 + 𝑔 (𝑥,
𝑥

𝜀
) , 𝑥 ∈ Ω𝜀 ,

(1 + 𝛼i)
𝜕𝑢𝜀
𝜕𝜈

+ 𝜀𝑛/(𝑛−2)𝑏(𝑥,
𝑥 − 𝑃𝜀

𝑗

𝜀𝑛/(𝑛−2)
)𝑢𝜀 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕𝐺𝜀

𝑗
, j ∈ Υ𝜀 ,

𝑢𝜀 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω
𝑢𝜀(0) = 𝑈(𝑥), 𝑥 ∈ Ω𝜀 .

 
(1

) 

мұнда u = 𝑢1 + i𝑢2 ϵ ℂ,  𝜈 – шекараның сыртқы нормаль векторы, α – кез келген тұрақты, 

g(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐋2
loc(Ω ⨯ ℝ𝑛; ℂ), 𝑅(𝑥, 𝑦), 𝛽(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶𝑏(Ω ⨯ ℝ

𝑛) және 𝑏(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω ⨯ ℝ𝑛), 
𝐛(𝑥, 𝑦)   − y айнымалы үшін 1–периодты. Барлық 𝑥 ∈ Ω және 𝑦 ∈ ℝ𝑛 үшін төмендегідей 

шарттар орындалсын 

0 < 𝑅1 ⩽ 𝑅(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝑅2, 0 < 𝛽1 ⩽ 𝛽(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝛽2, 0 < 𝑏0 ⩽ 𝑏(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝐵0. 
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Әрі қарай, 𝐋∞,∗𝑤(Ω ⨯ ℝ
𝑛) – де 𝑅 (𝑥,

𝑥

𝜀
) және β (𝑥,

𝑥

𝜀
) функцияларының сәйкесінше 

орташа мәні 𝑅̅(𝑥) және 𝛽̅(𝑥), ал, 𝑔 (𝑥,
𝑥

𝜀
) функциясының 𝐋2

loc(𝛀; ℂ) – де орташа мәні 𝑔̅(𝑥) 

болады. 

Біз карастырылынган (1) бастапқы–шектік есептің траекториялық аттракторлары 

 𝔄 𝜀 кіші параметр 𝜀 → 0 + әлсіз мағынада Θ+
𝑙𝑜𝑐 топологиядасында келесі бастапқы–шектік 

есептің траекториялық аттракторына  𝔄 жинақталатының дәлелдедік: 

{
 
 

 
 
𝜕u

𝜕𝑡
= (1 + 𝛼i)Δu + 𝑅̅(𝑥)u − (1 + β(𝑥)i)|u| 2 u − 𝑉(𝑥)u + 𝑔̅(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

u = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω,
u(0) = 𝑈(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

 (2) 

мұндағы 𝑉(𝑥) – функциясы, «өзгеше мүше» деп аталатын (қосымша потенциал), 

төмендегі формула бойынша анықталады: 

𝑉(𝑥) = ∫

𝜕𝐺0

𝜕

𝜕𝜈𝑦
𝜐(𝑥, 𝑦)𝑑𝜎𝑦. 

мұнда 𝜐(𝑥) келесі шектік есептің шешімі болады: 

{
 
 

 
 
−Δ𝑦𝜐 = 0,                        у ∈ ℝ𝑛\𝐺0,
𝜕𝜐

𝜕𝜈𝑦
+ 𝑏(𝑥, 𝑦)𝜐 = 𝑏(𝑥, 𝑦),                       𝑦 ∈ 𝜕𝐺0,

𝜐 → 0,                       |𝑦| → ∞.
   

Гинзбург-Ландау комплексті теңдеуінің аттракторларының орташалануы туралы 

негізгі теореманы тұжырымдаймыз: 

Теорема 1. Θ+
loc = 𝐿2

loc(ℝ+; 𝐋2
loc(Ω; ℂ)) топологиялық кеңістігінде ε → 0 + келесі 

шектік қатынастар орындалады 𝔄ε → 𝔄. 
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