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Бұл мақаладағы есептің қойылымы - заңдылықтары белгілі бір параметрлік топқа 

жататын 
0}{ ttZ  уақытты біртекті емес Марков тармақталу процестерін зерттеу. 

Жұмыстың мақсаты – осы тармақталу процестерінде   параметрін енгізіп, процесінің өшу 

ықтималдығы арқылы төменде келтірілген үш класты енгізу болып табылады. Әр кластың 

қажетті және жеткілікті жағдайдары 1-3 теоремалары арқылы көрсетілген. 

  Бұл бір-бірінен тәуелсіз өмір сүретін және көбейетін бөлшектерден тұратын 

популяцияның өзгермелі мөлшерінің стохастикалық моделі. Бірге өмір сүретін 

бөлшектерге ортақ әртүрлі орта келесі жолмен әсер етеді: 

- t уақытындағы бар бөлшек ),( tt  уақыт аралығында, 0  кезде, )( t
 

ықтималдығымен жойылады, 

- t уақытында жойылатын бөлшек сол мезетте )(kpt  ықтималдығымен k ұрпаққа 

ауыстырылады, мұнда k = 0 немесе k ≥ 2. 

Бұл модельдің уақытқа тәуелді көбею заңы мынадай екі функциямен анықталады 

,
0

du

t

ut   ...,)3()2()0()( 32  spsppsh tttt   

мұндағы )(sht  – ұрпақтар санын құрастыратын ықтималдық функция және барлық 

t ≥ 0 үшін ақырлы деп есептелетін t  – бастапқы жеке тұлғаның өмір сүру ұзақтығының 

жиынтық қауіптілік функциясы [1]. Сондай-ақ барлық t ≥ 0 үшін ақырлы деп 

қабылданатын орташа ұрпақ саны 1

)(
| 


 ss

sh

t
ta  тұрғысынан алғанда, популяцияның 

)( tt ZE  орташа мөлшерін келесі өрнекпен көрсетуге болады [1]:  

 

 .)1(exp
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u
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ut da    
(

(1) 
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)(sht
 және 

s

sht



 )(
 функцияларының жинақталуы 1)(  kpt

, 1|| s  шарттарына және 

төменде көрсетілгендей (4)   параметріне байланысты. 

Жаңа )0|(  ttt ZZEm функциясын енгізіп, (1) өрнегін мынадай түрде көрсетсе 

болады: 

).0(  ttt ZPm  
(

(2) 

 

Тармақтану процесінің өшу ықтималдығы )0(lim  tZPq  көрсеткіші арқылы 

жақсы анықталғанын еске түсірейік [1, 2, 3] (осы жерде және осы мақаланың басқа 

жерлерінде, егер ол басқаша анық айтылмаса, шектеуші қатынастар t  ретінде 

орындалады деп түсінілуі тиіс.) Уақыттың біртекті жағдайында,  

 t
, aat  , ta

t e
 )1( 

  

кезінде, Марковтың тармақталу процесі көбеюдің үш мүмкін режимінің біріне ие 

[1]: 1a  болғанда аса критикалық, 1a  болғанда критикалық және 1a  болғанда 

субкритикалық. Сонымен аса критикалық жағдайда 1q  және t ; критикалық 

жағдайда 1q , 1t , tm ; ал субкритикалық жағдайда 1q , 0t . Уақыттың 

біртекті параметрімен салыстырғанда, өзгермелі ортаның қосымша мүмкіндігі модельді 

өте иілгіш етеді, сондықтан жалпы жағдайда [2, 3] зерттеуі қиын. Бұл жұмыста біз 

өзгермелі ортадағы тармақталу процестерінің үш класын ажыратамыз: 

(i) егер 1q  және tmlim  болса, критикалық, 

(ii) 1q  және ),1[lim tm  болса, қатаң субкритикалық, 

(iii) егер 1q  және 
tmlim болмаса, бос субкритикалық. 

Бұл жұмыстың тақырыбы - өзгермелі ортадағы тармақталу процестерінің ерекше 

тобы болып табылатын, айналмалы }){},({ tt a ортадағы ]1,0(  тармақталу параметрі бар 

тета-оң тармақталу процесі. Тармақталу   параметрі төмендегі формуламен 

көрсетілген ұрпақтар таралуының жоғары моменттерін басқарады: 

 

.)1()1()1(1)( 11    sasash ttt  
(

(3) 

Орташа ұрпақ санының ауытқуы мынадай белгіленген аралықпен шектелген деп 

болжанады: 

/110  ta  
(

(4) 

Бұл шектеу нөлдік ұрпақтың [0, 1] аралығында жатуының ықтималдығына кепілдік 

береді 

ttt ahp  1)1(1)0()0(  . 

(4) теңсіздігін (1) қатынасқа қолданған кезде  tt ee tt


  ,  теңсіздіктері 

алынады. 

 

)0(

)( 1
  1  

)0(

)0()(
    )0|(
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
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




t

Z

t

t

Z

t

Z

ZP

sE

ZP

ZPsE
ZsE

tt

t  
(

(5) 

 (3) формуласында 1  болатын маңызды ерекше жағдайда, 

2/)2(,2/1)0( tttt apap   болғанда, тета-позитивті тармақталу процесі классикалық 

әртүрлі ортада туу және жойылу процесіне айналады [4]. Бұл зерттеу 10   жағдайына 

байланысты жаңа болып табылып, мұндағы тармақталу процесі дисперсиясы шексіз  

,)1(1)0( 1

tt ap    
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,2,)2)...(2)(1()!()( 1   nannnp tt   

ұрпақтар санының таралуымен сипатталады.  Мұндай тета-позитивті тармақталу 

процестері ұрпақтар санының үлкен ауытқуларын талап ететін демографиялық 

модельдерде қолданылуы мүмкін. 

Осы 
tZ  тета-позитивті тармақталу процесінің негізгі ерекшелігі  

 

,))1((1)( /1

,


    sBsE tt

Z t  
(

(6) 

мұндағы 

  

t

uuut daB
0

1

, )1( 
   

s айнымалысы жоқ теріс емес мүше болатын және 
t  (1) арқылы анықталатын, 

ықтималдықты тудыратын айқын функция болып табылады. 1  болғанда (6) 

ықтималдық тудыратын функциясы s көрсеткішісіне байланысты сызықтық-бөлшектік 

функция болатынын ескерейік. 

Келесі теоремаларда параметрлері }){},{,( tt a  өзгеретін ортадағы тета-позитивті 

тармақталу процесі қарастырылады. (1) еске түсіріп,  

tt

t

uut VVdV  
 lim,lim,)1( ,

0

1

, 


   

деп алайық. 

 

Лемма. Егер V , онда q = 1 және 

 





  /11

,

/11 ))1((,))1(( )0(   ttttt VmVZP  
(

(7) 

 

Осы жерде және осы мақаланың басқа жерлерінде ≈ белгісі t  кездегі 

эквиваленттік қарым-қатынастар ретінде түсінілуі тиіс. 

Теорема 1. Тета-оң тармақталу процесі егер V  және  


 ,tt V  

(

(8) 

болған жағдайда ғана критикалық болып табылады.  

Бұл жағдайда  





  /1

,

/1

, , )0( ttttt VmVZP  
 

(

(9) 

және  

.0,) (1  1  )0(|(lim /1/
   

t

mZ
ZPeE tt  

(

(10) 

Салдар 1. Егер   және  tt  supliminflim0  болса, онда тета-оң 

тармақталу критикалық болып табылады. 

Теорема 2. Тета-оң тармақталу процесі V және  

,0,,  
 MMVtt  

(

(11) 

болған жағдайда ғана қатаң субкритикалық болып табылады.  

Бұл жағдайда ,0t  


  /11))1((,, )0(  MmmmmZP ttt  

(

12) 

және  
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.))1()1((  1    )0|( /11 
    sMmZsE t

Z t  
(

13) 

Салдар 2. Егер   және 
t

uu da
0

 болса, онда тета-оң тармақталу процесі 

қатаң субкритикалық болады. 

Теорема 3. Тета-оң тармақталу процесі, егер V  және 

 ,tt V  мәнінің шегі 

болмаса ғана, бос субкритикалық болады.  

Бұл жағдайда  

,',,''  tMVtt 
  

(

14) 

әртүрлі ішінара шектерге әкелетін бірнеше  ntt '  ішкі реттіліктер бар. 

Егер (14) өрнегінде M  болса, (9) және (10) 'tt  , 't  кезінде орындалады. 

Екінші жағынан, егер (14) өрнегінде  M0  болса, онда 0' t  және (12) және (13) 

'tt  , 't  кезінде орындалады. 

 

Мысал ретінде  tt  suplim,0inflim  өте ауыспалы ортасы бар жағдайды 

аламыз. 
2/1)1(,1  tt  болсын және осылайша 

ta  екі ауыспалы мәндері 0 және 2 

болатын тета-оң тармақталу процесін қарастырайық,  

 




















1221

1221

201

1
122

212

kкейбірtегер

kкейбірtегер

tегер

a
kk

kk

t  

 

1-суретте көрсетілгендей, бұл ],0[ M  (14) ішінара шектерінің толық диапазоны 

үшін орындалатын шарты бар бос критикалық жағдай. 

 

 
 

1-сурет: Бос субкритикалық класс (көлденең 

ось t уақыт айнымалысын, ал тік ось t көрсетеді). 

Ескертулер 

 жоғарыда аталған класстарға бөлу дискретті уақытпен айнымалы ортада 

тармақталу процестері үшін [5] ұсынылған жіктеудің өзгертілген нұсқасы болып 

табылады; 

 мәселені құрастыруда [6, 7] идеялары пайдаланылды; 
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 Лапластың (2) шекті түрлендіруі тұрақты ортадағы Марковтың дискретті 

тармақталу процестері [8] үшін алынған 7-теоремасымен бірдей екенін ескеріңіз; 

 (8), (9) және (5) арқылы (10) дәлелденеді; 

 (7) арқылы (12) дәлелденеді; 

 (5) арқылы (13) жинақталады; 

 1-ші және 2-ші теоремалардан (14) алынады.  
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Тригонометриялық Фурье қатарларының көбейткіштерін зерттеу классикалық  

тақырыптардың бірі. Ғылыми жұмыста pql кеңістігі мен pq
 

салмақты кеңістігіндегі 

көбейткіштердің тригонометриялық мәселелерді зерттеуін қарастырамыз. 

Есептің қойылымы келесі түрде:  2,01Lf  және   fak  f функциясының 

тригонометриялық жүйесі бойынша Фурье коэффициенттері болсын.    pk lfafT  

операторының pp llfT : шенелгендігін көрсету үшін  функциясының 

характеристикалық метрикасын табу керек. Осындай функциялар классын  pM  деп 

белгілейміз.[1-4] 

Анықтама: Айталық,  qp,0  болсын.  
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  шамасы ақырлы болса. 


