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Аннотация. В данной статье показан метод решения интегрального уравнения для 
расчета электрического поля в среде на основе прямого и обратного косинус - 
преобразования Фурье. Проведен тест как влияет положение питающего электрода на 
кривые кажущихся сопротивлений. 

Ключевые слова.Метод интегральных уравнений, преобразование Фурье, 
квазитрехмерная задача, электрическое зондирование, кривые кажущихся сопротивлений, 
рельеф дневной поверхности  

Введение.Метод зондирования постоянным током [1]-[2] остается актуальным, так 
как обеспечивают большую глубинность и математические методы интерпретации 
результатов разработаны [3]-[12]. Автоматизация процесса измерений - это возможность 
проводить измерения с большой плотностью [13]-[14].  

В работах [15-17], связанных с приложением метода интегральных уравнений к 
моделированию задач электрического зондирования случаи рельефной формы дневной 
поверхности Земли не рассмотрены, либо не доведены до систематического численного 
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моделирования. Существующиеметодики поправок на рельеф имеют приближенный 
характер.  

В реализации метода интегральных уравнений наличие рельефа существенно 
усложняет формулировку задачи по сравнению с плоским случаем. Это связано с тем, что 
для плоской границы раздела Земля-воздух можно применить метод отражений, что 
позволяет получить относительно простой вид интегрального уравнения, либо системы 
интегральных уравнений. В случае рельефной внешней границы зондируемой среды и 
сложных внутренних границ, результирующая математическая модель должна быть 
выведена в виде системы интегральных уравнений. Отметим, что в наших [18]-[20] трудах 
рассматриваются примеры численного решения задачи зондирования при помощи МИУ, в 
частности для случая системы хотя бы из двух интегральных уравнений. 

Применение прямого и обратного косинус-преобразования Фурье для численного 
решения интегрального уравнения, возникающего в задаче зондирования среды с рельефом 
дневной поверхности, является новым результатом данной работы.  

Примененный здесь алгоритм решения квазитрехмерной задачи метод 
преобразования Фурье был впервые разработан в 1987 году в [20] Более детально идея 
метода описана также в монографии [19]. На основе этого алгоритма были созданы такие 
программы как IE2DR1 и PRIZT, широко используемые в геофизической практике. Однако, в 
этих программах не предусмотрена возможности моделирования сред с рельефом дневной 
поверхности. Это связано с тем, что в основе решаемых интегральных уравнений в [19] 
лежит метод отражений, работающий для плоской поверхности среды. Основываясь на идее 
этого метода, в данной работе, мы смоделировали электрическое поле для 
задачиэлектрической томографии надпроводящей средой с рельефом дневной поверхности.  

Постановка задачи.  Дан однородный рельеф. Для этого случая выпишем 
интегральное уравнение для плотности вторичных зарядов q0(M), моделируемых при 
помощи простого слоя [19]: 
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Искомое электрическое поле является трехмерным. Однако, интегральное 
уравнение (1) позволяет свести задачу к двумерной.  Далее, решение задачи в такой среде 
можно получить, непосредственно решая уравнение (1), как это сделано, например, в [18]-
[19]. Однако, метод преобразования Фурье позволяет еще более уменьшить размерность 
уравнения (1) до единицы.  Это дает возможность сократить на порядок время вычислений 
электрического поля точечного источника в двумерных средах. 

Применим этот метод к интегральному уравнению для однородного рельефа (1).  
Питающий электрод расположен в точке     ,   ,     – это электрод, возбуждающий 

постоянным исследуемую среду. В методе интегральных уравнений электрическое поле 
моделируется суммой первичного поля питающего электрода в однородном 
полупространстве и поля вторичных источников, расположенных на поверхности рельефа.  

Предположим, что точка М имеет координаты   ,  ,   , а координаты точки 
    ,   ,    . Функция Грина    ,   (  

|  |)зависит от следующих 
аргументов   ,   ,  ,   ,  ,    . В уравнении (1) данная функция дифференцируется по 
направлению нормали в точке    ,  ,   . Для двумерного рельефа, вытянутого вдоль оси у, 
направление нормали зависит только от координат x и z точки     ,  ,   . Это значит данная 
функция зависит от координат {  ,   ,     ,  ,   }.  
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Можно отметить, что интегрирование по поверхности Г0 можно представить как 
последовательное интегрирование по образующей, направленной вдоль   оси,  а затем по 
контуру L.  

Таким образом, формулу (1) можно записать в виде: 
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Внутренний интеграл в уравнении (2) есть интеграл свертки функций      ,   ,     и  
 

   
    ,   ,     ,  ,      по координате у [17]. 

 Теперь перейдем в спектральную область. Так как функции     ,  ,   , 
     ,   ,    ,  

   
    ,   ,     ,  ,     и  

   
    ,   ,     ,  ,      являются четными 

функциями относительно переменной у, применим прямое косинус-преобразование Фурье 
[18]-[21]. Итак: 
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Так как среда двумерна, нормаль n не зависит от координаты у, поэтому 
преобразование Фурье и дифференцирование перестановочны. Спектры 
 ̃ ,

 ̃
   

  ( ,   ,   ,  ,   )    ̃
   

  ( ,   ,   ,  ,   )являются амплитудами пространственных 

гармоник с частотой  . Тогда косинус-преобразование Фурье интегрального уравнения (2) 
запишется в виде: 
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Спектр свертки есть произведение спектров сворачиваемых функций. 
Следовательно, 
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Интегральное уравнение (4) для спектров вторичных источников на частоте 
  записывается не по поверхности Г0, как в исходном уравнении, а по контуру L.  Таким 
образом, уравнение (4) является косинус-преобразованием Фурье интегрального уравнения 
(2), которое имеет меньшую размерность по пространственной переменной.  

Для однородного полупространства имеем: 
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где n  - единичный вектор внешней нормали к поверхности Г0 в точке (x,y,z). С 

учетом того, что (1у ∙ n) = 0, для спектров  ̃
   

  ( ,   ,   ,  ,   ) и  ̃
   

  ( ,   ,   ,  ,   ) 

получаем следующие выражения: 
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Где,                   ,   
                 . Величины  ,  -

проекции на ось хОу соответственно ,   .   
В формулах (5)-(6) присутствует косинус-преобразование от функций вида 

 
          . Для этого преобразования имеем: 

 (  ,  )  ∫
         

               
  

         
                                                                                                 

где       -функция Макдональда (модифицированная функция Бесселя 2-го рода) 
первого порядка. При численном решении интегрального уравнения (6) для расчета 

 
   

 (  
|  |) и  

   
 (  

|  |)  в однородном полупространстве были использованы библиотечные 
программы расчетной функции     . Для того, чтобы уравнение (4) свести к СЛАУ, 
контуры L разбиваются на элементы    в пределах которых     ,  ,    считаются 
постоянными. После того, как найдена спектральная плотность вторичных источников   , 
переходим к пространственным переменным с помощью обратного косинус-преобразования 
Фурье: 

~

0 0
0

1( , , ) ( , , )cos( )y y yq x y z q x k z k y dk
S

f

 �³                                                                            (8) 

Далее по найденной плотности вторичных зарядов рассчитываем потенциал 
электрического поля.  

Численные результаты. Численное решение интегрального уравнения проводилось путем 
дискретизации формул (4) и (8) на логарифмической сетке по частоте. Для расчета косинус - 
преобразования Фурье мы ограничились конечной частью границы Г0. На этой части границы была 
построена равномерная сетка. Расчет потенциала поля проводился в точках, соответствующих 
расположению измерительных электродов. Затем через разности потенциалов поля рассчитывалось 
кажущееся сопротивление среды, как принято в геофизических экспериментах.    

По имеющимся геофизическим данным при достаточном удалении питающего электрода от 
рельефной структуры кривые кажущегося сопротивления должны иметь симметричный характер. 
Мы использовали эти данные для тестирования программы, меняя угол наклона рельефа и получали 
соответствующие симметричные кривые кажущихся сопротивлений. Расчеты проводились для углов 
наклона рельефа при значениях 5, 10, 15 градусах и получены соответствующие к ним кривые 
кажущихся сопротивлений (рисунок- 1). 
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Рисунок-1. Кривые кажущихся сопротивлений в 5, 10, 15 градусах подъема рельеф 

Следующим шагом тестирования была проверка реагирования кривых кажущихся 
сопротивлений на положение питающего электрода. Расчеты проводились для 15 градусов 
угла наклона, расстояние питающих электродов L=2, L=3, L=5.  

 
 

Рисунок-2. Кривые кажущихся сопротивлений при расстояниях между питающими 
электродами L=2, L=3, L=5. 

 
Расчеты показывают, что при приближении питающего электрода к рельефу, симметрия 

кривых кажущихся сопротивлений нарушается. Чем мы дальше от питающего электрода, тем мы 
приближаем к однородному полю, где кривая кажущегося сопротивления симметрична. Таким 
образом геофизические методы тестирования кривых кажущихся сопротивлений правильны.   

Выводы. Хотя рассматриваемая нами задача является двумерной по объекту и 
трехмерной по источнику, создаваемое в среде электрическое поле трехмерно. 
Использованный метод показал, что можно существенно сократить время для проведения 
расчетов электрического поля точечного источника в двумерных средах и понизить порядок 
интегрирования. Тестирование показало, что при приближении питающего электрода к 
рельефу, симметрия кривых кажущихся сопротивлений нарушается. Дальнейшие 
исследования будут связаны с расчетом добавления контактных границ и эффекта влияния 
рельефа для более сложных моделей сред. Конечная цель данного исследования – это 
моделирование сложных структур типа плотин и дамб и интерпретация ложных аномалий, 
связанных с рельефом. 
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ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɜɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɫ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟɦ ɛɢɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ, ɚ ɛɢɤɨɦɩɥɟɤɫɧɵɣ ɚɧɚɥɢɡ 
ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɨɛɨɛɳɟɧɢɟɦ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ. ȼɫɟ ɮɭɧɞɚɦɟɧɬɚɥɶɧɵɟ ɩɨɧɹɬɢɹ ɛɢɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ 
ɚɧɚɥɢɡɚ ɩɨɥɭɱɚɸɬɫɹ ɢɡ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɨɝɨ ɚɧɚɥɢɡɚ ɩɭɬɟɦ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ ɫɩɟɤɬɪɚ ɛɢɤɨɦɩɥɟɤɫɧɵɯ 
ɱɢɫɟɥ [1].  

 Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɫɢɫɬɟɦɭ ɧɟɥɢɧɟɣɧɵɯ ɚɥɝɟɛɪɚɢɱɟɫɤɢɯ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɫ ɱɟɬɵɪɶɦɹ 
ɧɟɢɡɜɟɫɬɧɵɦɢ :,,, 4321 xxxx  
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 (1) 

ɝɞɟ 432143214321 ,,,,,,,,,,, ccccbbbbaaaa  – ɡɚɞɚɧɧɵɟ ɤɨɷɮɮɢɰɢɟɧɬɵ. ȼ ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ 
ɩɪɟɞɥɚɝɚɟɬɫɹ ɧɨɜɵɣ ɦɟɬɨɞ ɪɟɲɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ (1). Ⱦɪɭɝɢɯ ɦɟɬɨɞɨɜ ɪɟɲɟɧɢɹ ɞɚɧɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɜ 
ɨɛɳɟɦ ɫɥɭɱɚɟ ɜ ɧɚɫɬɨɹɳɟɟ ɜɪɟɦɹ ɧɟ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ. 
Ⱦɥɹ ɪɟɲɟɧɢɹ ɞɚɧɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ ɪɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɤɜɚɞɪɚɬɧɨɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ 

02  �� CBXAX       (2) 

ɜ ɱɟɬɵɪɟɯɦɟɪɧɨɦ ɩɪɨɫɬɪɚɧɫɬɜɟ, ɝɞɟ XCBA ,,, – ɱɟɬɵɪɟɯɦɟɪɧɵɟ ɱɢɫɥɚ, A – ɧɟɜɵɪɨɠɞɟɧɧɨɟ 
ɱɢɫɥɨ. Ⱦɥɹ ɪɟɲɟɧɢɹ ɞɚɧɧɨɝɨ ɤɜɚɞɪɚɬɧɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɧɚɣɞɟɦ ɤɨɪɟɧɶ ɢɡ ɫɥɟɞɭɸɳɟɝɨ 
ɱɟɬɵɪɟɯɦɟɪɧɨɝɨ ɱɢɫɥɚ, ɪɚɜɧɨɝɨ ɟɝɨ ɞɢɫɤɪɢɦɢɧɚɧɬɭ. 
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