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2-салдар. (6) шарт орындалғанда, тек сонда ғана келесі есеп корректілі болады:  

                          (8) 

Бҧл да (1) есепке келтіріледі. Мҧндағы -тҧрақты, . 

 

Қолданылған әдебиеттер тізімі 

1. Отелбаев М., Кокебаев Б.К., Шыныбеков А.Н. К теории расширения и сужения 
операторов. –Ч.2.//Изв.АН КазССР. сер.физ.-мат. 1983. С.18-20. 

2. Байбурин М.М. Многоточечные задачи для дифференциального оператора 2-го 

порядка//Вестник КарГУ. сер.мат. 2005. С.36-40.  

 

 

 ӘОК 517.95 

КЕЙБІР КОМПЛЕКС МӘНДІ ФУНКЦИЯЛАР КЛАСЫНЫҢ НӨЛДЕРІ ТУРАЛЫ 

 

Тілеубек Г.Р., Закариева З.А. 

gul_krg@mail.ru, zaruet.zakarieva@mail.ru 

Л.Н.Гумилев атындағы ЕҦУ магистранттары, Астана, Қазақстан 

Ғылыми жетекшісі –М.М. Байбурин 

 

Функционалдық анализде меншікті мәндері нақты сандар болатын операторлардың 

маңызы ӛте зор. Бҧған дейін сызықтық шенелген оператордың меншікті мәндері нақты болу 

жағдайлары кӛрсетілген болатын [1]. Бҧл жҧмыста сызықтық шенелмеген оператор 

қарастырылады.  

1-лемма. Н  Гильберт кеңістігінде ВА,  ӛзіне тҥйіндес операторлар болсын. *АА   

шенелген оператор, *ВВ   шенелмеген оператор, .)(,)( HBDHBD  0Bx болатын 

)(BDx  ҥшін 

  0,),(
22
 xBxBxABx

                                          
(1) 

шарты орындалсын. Онда ABL   операторының меншікті мәндері нақты сандар болады. 

Дәлелдеу. )()( BDLD   теңдігі орындалады.   саны L  операторының меншікті мәні 

болсын, яғни нӛлден ӛзгеше Hu элементі табылып uLu   теңдігі орындалсын. Онда  

uuAB )(                                                              (2) 

Осы (2) теңдіктің екі жағын да Bu -ға скаляр кӛбейтейік. 

  ),(),(),(),)(( BuuBuBuABuuBuuAB    

*BB   болғандықтан     RuBuBuu  ,, . Дәл сол сияқты *AA   болғандықтан 

RBuBuA )),(( . 
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(2) шарт бойынша   0, BuABu  не 0),( Buu . 0  болса R , 0  болса 

жоғарыдағы теңсіздіктің біреуінен екіншісі шығады, онда 

 
 

.
,

,
R

Buu

BuABu
  

Лемма дәлелденді. 

2-лемма. Н Гильберт кеңістігінде ВА,  операторлары берілсін. NEA  , 

 ENNN ,1*, теңбе-тең оператор. *ВВ   шенелмеген, .)( HBD   Онда ABL   

операторының меншікті мәндері нақты сандар болады. 

Дәлелдеу. Bx  болатындай, )(BDx  элементін алып 1-леммадағы (1) шартты 

тексерейік. 

               

  BxBxNBx

BxBxNBxBxBxBxNBxBxEBxBxNEBxABx

,

,,,,,,

2



  

Коши–Буняковский теңсіздігі бойынша    .)(,
2

BxNBxBxNBxBxN 
 
Сондықтан 

    .01),()),((
2222
 BxNBxNBxBxBxNBxBxBxA  

Бҧдан (1) шарттың орындалатындығы шығады. Онда ABL   операторының меншікті 

мәндері нақты сандар. 

Осы леммада   1,,,,  xHxHfxfxNf
 

деп алайық. Онда 

    ffxxxfxxfxfxNf  1,,
2

 
сондықтан 1N  болады. 

Енді *NN  , яғни    NgfgNfHgfHND ,,,,)(   екенін кӛрсетейік. 

               NgfxxgfxgxfgxxfgxfxgNf ,,,,,,,,,, 
 

ендеше N ӛзіне 

тҥйіндес оператор. N -ді осылай таңдап, BNEABL )(   операторын табайық. )(BDf   

ҥшін 

),()()()( xBfxBfBfNBfEBfNELf                                 (3) 

 

Осы оператордың меншікті мәні нақты сан болады. 

Енді L  (3) тҥрде жазылсын деп алайық және   оның меншікті мәні болсын.Онда                                      

).(,0, BDuuuLu   Бҧдан uxBuxBu  ),(  немесе ),( xBuxuBu   яғни 

).,()( xBuxuEB    саны B  операторының спектріне жатпасын дейік, ).(B  Ол 

EB   операторына кері оператор бар және ол шенелген дегенді білдіреді. Онда 

 

)),(()())(()( 11 xBuxEBuEBEB    , яғни 

                         xEBxBuu 1))(,(                                                   (4) 

(5) теңдіктің екі жағында Bx ке скаляр кӛбейтсек 

        
    0,1),(

,),(),(,,,,

1

11









BxxEBxBu

BxxEBxBuxBuBxxEBxBuBxu





 

Осы теңдікте   .0, xBu  Себебі, егер   0, xBu  болса, онда (5)-тен 0u  екенін алар 

едік. Бізде u  меншікті элемент, сондықтан 0-ден ӛзгеше. Онда  
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                            0,1
1




BxxEB                                                    (5) 

Сонымен мынадай тҧжырым дәлелденіп отыр. 

1-теорема. *ВВ  , HBD )( )(BDx , 1x , х  болсын, онда 

   0,1)(
1




BxxEBФ   теңдеуінің тҥбірлері нақты сандар болады. 

Осы айтылған теореманы функцияның нӛлдерінің, яғни тҥбірлерінің орналасуын 

зерттеу ҥшін қолдануға болады. Ол ҥшін   1
 EB   операторы оңай табылатындай В 

операторын қарастыру керек.   1
 EB   операторы В операторының резольвентасы деп аталады. 

х элементі кез-келген элемент, ал нормасы 1 –ден кіші болуы керек. х элементін ӛзгертіп отыру 

арқылы әр жағдайда нӛлдері нақты сандар осінде жататын функциялар кластарын жазуға 

болады. 

 Теореманың қолданылуына қарапайым мысал келтірейік.  

]1,0[2L  кеңістігінде )()()( xyxqxyiBy  )1()0( yy   
шекаралық есебімен анықталған В 

операторын қарастырайық. Мҧндағы ]1,0[)( Cxq  -ҥзіліссіз нақты мәнді функция. Бҧл кеңістікте 

скаляр кӛбейтінді тӛмендегідей анықталады:  

              dxxgxfgfLgf )()(),(]1,0[, 2
.                                 (6) 

Бҧл жерде В операторы деп алғашқыда қажетінше ҥзіліссіз дифференциалданатын, 

берілген шекаралық шартты қанағаттандыратын функцияларда анықталған және 

)()()()( xyxqxyiхBy   теңдігімен берілген оператордың  ]1,0[2L  кеңістігінлегі тҧйықталуын 

тҥсінеміз.  

Яғни, 
0B  
операторы )}1()0(:]1,0[{ 1 yyCyM  жиынында анықталған. 0B - тҧйық 

емес оператор.    

BB 0
)}1,0(,,:]1,0[{)( 22 LzzByyyMyLyBD nnn  , онда zyBBy  0

, В 

–тҧйық оператор болады. 

Алуымыз бойынша ]1,0[)( 2LBD  . Енді В операторының симметриялы екендігін 

тексереміз, яғни ),(),(:)(, BzyzByBDzy   орындалуы керек.  

 
1

0

)())()()((),( dxxzxyxqxyizBy . 

Алдымен ),(),(, 00 zByzyBMzy   екендігін кӛрсетеміз. 

 

    ),()()()()()()()()()()()(

)()()0()0()1()1()()()()()(

)()()()()()()()())()()((),(

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

0

yBydxxzxqxzixydxxzxqxzixydxxzxqxy

dxxzxyizyzyidxxzxyxqdxxzxiy

xzxyidxxzxyxqdxxzxyidxxzxyxqxyizyB









 

 

 0B - симметриялы оператор, онда BB 0
- симметриялы оператор. 

fByLf  ]1,0[2
теңдеуін қарастырайық. Осы есеп корректілі болады, ол ҥшін шешімі 

бар және жалғыз екендігін кӛрсету керек. BB 0  болу себепті, )(BDy  ҥшін 
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fyByyMy nnn  0, . Енді 
nn fyB 0
депбелгілейік. Онда ]1,0[Cfn  . 

)()()()( xfxyxqxyi nnn   теңдеуін шешейік. Алдымен 0)()()(  xyxqxyi nn  - біртекті 

теңдеуді шешеміз.Біртекті теңдеудің айнымалыларын ажыратып, интегралдап келесі жалпы 

шешімге келеміз : 




x

dttqi

nn ecxy 0

)(

)( .  Біртексіз теңдеуді шешу ҥшін тҧрақтыны 

вариациялау әдісіне кӛшіп, келесіні аламыз: 
n

x dssqi

nn ddtetfixc

t




 


0

)(

0)()( , мҧндағы nd -

тҧрақты. Табылған )(xcn - ті жалпы шешімге қоямыз: 
 

 






















 


xt

dttqi

n

x dssqi

nn eddtetfixy 00

)(

0

)(

)()(  

 

Табылған жалпы шешімге шекаралық шарттарды қойып, nd -тҧрақтысын табамыз. Яғни 

nn dy )0(  және 





















 


1

00

)(1

0

)(

)()1(

dttqi

n

dssqi

nn eddtetfiy

t

 

болады, сонымен келесіні 

аламыз: 

1

)(

1

0

1

)(

1

0

)(










dssqi

dssqi

n

n

e

dtetfi

d

t

, мҧндағы 01

1

0

)(


 dssqi

e , яғни 

Zkkdssq  ),12()(

1

0


 
деп алу керек. 

 

Табылған nd -тҧрақтысын жалпы шешімге қоямыз:  

 

                   








































xtt

dssqi

dssqi

dssqi

nх dssqi

nn e

e

dtetfi

dtetfixy 0
1

0

1

0

)(

)(

1

0

)(

0
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1

)(

)()(

                 (7)

 

 

 

n  ҧмтылдырсақ, ]1,0[2L  кеңістігінде ffn  . Онда  
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элементін қарастырайық. Сонда  
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Мҧндағы 

1

1
1

1

0

)(





dssqi

e

А
. 

22
1

0

222
ffAdxffAyy nnn   , онда ffAyy nn  .  Сонда ffn   

болғанда, yyn  болады. 

Онда y функциясы  )(xfBy   теңдеуінің шешімі 
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xtx

t

dssqix

dssqi

dssqi

dssqi

e

e

dtetfi

dtetfixfBxy 0

1

0

1

)(

0 )(

1

0

)(

)(
1

1

)(

)()()( болады және шекаралық шарт 

орындалады. Сонымен қатар y анықталмаған интеграл тҥрінде жазылып тҧр, онда ол абсолют 

ҥзіліссіз функция, яғни ]1,0[ACy .  Онда )}1()0(],1,0[:]1,0[{)( 2 yyLyACyBD  . 

Банах теоремасы бойынша 1B -шенелген оператор , яғни берілген есеп корректілі, онда В 

операторы ӛзіне тҥйіндес, яғни *ВВ   [2].  

 Теорема бойынша  

   0,1)(
1




BxxEBФ   

теңдеуінің тҥбірлері нақты болады. Осы теңдеуді қҧрайық )(xfyBy   , яғни 

  )()()()( xfxyxqxyi  
 
қарастырамыз.   саны В операторының спектріне жатпасын. 

Осы теңдеудің шешімін табамыз. Сонда 
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]1,0[)( 2Lxf  . Мҧндағы Zkkdssq   ,)12()(
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Енді    0,1
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BzzEB  ,   )(BDz 1
2


L
z  теңдеуін ашып жазсақ 

0)(,)(,)(1 0
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 zxqzieDzxqzidtetzi

xx

t

dssqix dssqi 
                     (8) 

D – екінші қосылғыштағы тҧрақты сан, 0Bz . Бҧл теңдеу мынаған келтіріледі:  

                                    

 

0

1

)(

1
1

0

0

)(

2

1

0

))((

2














dssqi

dssqi

e

dtetzi

z

t







                                         

(9) 

2-теорема.  
1

0

),12()( Zkkdssq  , )(BDz , 1
2


L
z , 0Bz  болғанда (9) 

теңдеудің тҥбірлері нақты сандар болады.  

 

Салдар. Zkk  ),12( )(BDz 1
2


L
z 0Bz болғанда  
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0

1

)(

1

2
1

02










i

ti

e

dtetzi

z
                                             (10) 

теңдеуінің тҥбірлері нақты сандар болады.  

Дәлелдеуі. Теоремада yiBy  операторын қарастыру керек.  
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Приведем необходимые определения: всюду ниже ‒ целое положительное число, ‒

действительное евклидово пространство размерности  , состоит из всех точек  с целыми 

координатами.  

Решеткой  с базисом   называют множество  

 

 
 

Данной решетке отвечает бесконечное множество базисов. Их общий вид

, где  пробегает все целочисленные матрицы с определителем . 

Однако − объем параллелепипеда, построенного на 

векторах базиса, не зависит от выбора базиса. Число называется о п р ед ели т ел ем  

р ешетк и . 

Говорят, что решетка  является д о п устим ой  для множества или  - 

д оп устим ой ,  если множество  не содержит точек решетки . 

Пусть — множество конечного типа. Наибольшая нижняя грань 

 

 
 

определителей   всех -допустимых решеток  называется к рит и ч еским 

о п ред ел и т ел ем  множества . Если  ‒ множество бесконечного типа, то дополнительно 
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