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В работе рассмотрена следующая задача: найти необходимые и достаточные условия 

интегрируемости в -той степени сумм двойных тригонометрических рядов с коэффициентами 

из класса  с некоторым весом . В качестве решения наложены условия на 

коэффициенты , которые в зависимости от , являются достаточными или необходимыми.  

В работе изучаются вопросы интегрируемости с весом ряда 

  (1) 

Запишем следующее определение [1]. Нуль-последовательность положительных чисел 

 принадлежит классу , если неравенство  справедливо для 

всех натуральных . Класс таких последовательностей был введен Л.Лейндлером в [1]. 

Через  обозначим сумму ряда . В работе [2] Тихонова доказаны 

следующая теорема: 

Теорема A. Пусть  и . 

1) Если последовательность  удовлетворяет условию: существует  такое, что 

последовательность  является почти убывающей, то условие 

  (2) 

достаточно для выполнения условия 

  (3) 

2) Если последовательность  удовлетворяет условию: существует  такое, что 

последовательность  является почти возрастающей, то условие (2) необходимо для 

выполнения условия (3). 

Функция  определяется по последовательности  следующим образом: 

, , и существуют положительные константы  и  такие, что 

 для . Последовательность положительных чисел  

называется почти возрастающей (почти убывающей), если неравенство   

справедливо для всех натуральных . 

Здесь и в дальнейшем через  будем обозначать положительные постоянные, вообще 

говоря, разные в различных формулах. 

Нашей целью является распространение этих результатов на случай двойного ряда вида 
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(1). Для начала введем необходимые определения. 

Определение 1. Говорят, что последовательность положительных чисел , 

удовлетворяющая условию  при  принадлежит классу , если 

выполняются неравенства  

и   

    

где 
    

 

Определение 2. Говорят, что последовательность положительных чисел  почти 

возрастает (почти убывает), если для некоторой константы  и для всех натуральных , 

 выполнено неравенство  

  

Определим функцию  по последовательности  следующим образом:  

  

и существуют положительные константы  и  такие, что имеют место неравенства:  

  

Нами доказаны следующие теоремы. 

Теорема 1. Пусть  - сумма ряда (1), , , и 

последовательность положительных чисел  удовлетворяет условию: существуют 

некоторые  такие, что последовательность  почти убывает при каждом 

фиксированном , и последовательность  почти убывает при каждом 

фиксированном . Тогда из условия  

  (4) 

следует, что 

  (5) 

Теорема 2. Если последовательность  удовлетворяет условию: существуют  

такие, что последовательности  является почти возрастающей при фиксированном 

, и последовательность  является почти возрастающей при фиксированном . То 

условие (4) необходимо для выполнения условия (5). 

Для доказательства этих теорем нам понадобятся следующие две леммы. 

Лемма А.[3] Пусть , , . Тогда верны следующие неравенства 
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  (6) 

  (7) 

Эти неравенства называются неравенствами типа Харди-Литтлвуда. 

Лемма 1. Пусть  и  - сумма ряда (1). Тогда имеет место 

неравенство 

  (8) 

при ,  

Доказательство теоремы 1. На основании условий теоремы на  и леммы 1 имеем 

    
 

 

 

Далее дважды применим неравенство (6) из леммы А. Сначала применим указанное 

неравенство для внутренней суммы. Для этого введем обозначение . Тогда 

 

  

Учитывая, что последовательность  почти убывает при каждом фиксированном 

, получаем 

 

Далее снова используем неравенство (6) из леммы А. 
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Следовательно,  

Доказательство теоремы 2. 

Из условия (5) следует, что . Действительно, если , то применяя 

неравенство Гельдера, получим  

  

где . 

  

 

 

Пусть  Тогда 

  

  

  

Интегрируя , получим 

  

  

Следовательно, 
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Далее введем обозначение  

Имеем 

  

Далее воспользуемся неравенством (7) и условием теоремы. 

  

 

Если , то применяя неравенство Гельдера, получим   

  

Следовательно,  

 

Теорема доказана.  
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Пусть  весовые последовательности, то есть 

числовые последовательности с неотрицательными членами, . Через 

 обозначим пространство  числовых последовательностей , для которых конечна 

норма 

                           

Рассмотрим оператор дробного суммирования порядка   с весом   следующего вида: 

                                               (1) 

который был введен в работе [1], где были установлены критерий ограниченности и 

компактности оператора из  в . 

Целью исследования в данной работе является нахождение необходимых и достаточных 

условий выполнения весовых неравенств:  

                                                      (2) 

                                                               (3) 

на конусе монотонных последовательностей используя так называемый принцип 

двойственности Сойера (см. [2], [3]). 

Основные результаты. 

Положим  
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