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                      (а)                                          (б)                                           (с)                                             

2-сурет. µ = 0,1, 𝛾 =  −0,1, 𝜎 = 2, 𝜗 =  1, 𝜈 = 0,99 үшін 𝑄4,1(𝑥, 𝑡) теңдеудің үш өлшемді 

және екі өлшемді графиктері. Мұнда (а), (в)суреттері Бета және M-қысқартылған туындылары 

бар үш өлшемді графиктері, ал (c) суреті 𝑡 =  1 кезінде 𝜂 = 0,5 қабылдайтын екі өлшемді 

графикті көрсетеді. 

                  
                       (а)                                                    (в)                                                 (с)                                             

3-сурет. µ = 0,1, 𝛾 =  −0,1, 𝜎 = 2, 𝜗 =  1, 𝜈 = 0,99 үшін 𝑄4,1(𝑥, 𝑡) теңдеудің үш өлшемді 

және екі өлшемді графиктері. Мұнда (а), (в) суреттері Бета және M-қысқартылған туындылары 

бар үш өлшемді графиктері, ал (c) суреті 𝑡 =  1 кезінде 𝜂 = 0,9 қабылдайтын екі өлшемді 

графикті көрсетеді. 

1-3 суреттерден бөлшек туындының реті  𝜂 = 0,3;  0,5;  0,9 бүтін ретке жақындаған сайын 

графиктер арасындағы алшақтықтың жойылатындығын байқауға болады.  
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Руководитель – М.М.Букенов 

 Пусть дан некий прямоугольник  𝐺1 = {(𝑥, 𝑦)| 0 < 𝑥 < 𝑙1 , 0 < 𝑦 < 𝑙2 } с границей Γ = 𝜕𝐺1 

и внутри него выделим некий прямоугольник 𝐺0 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑎1 < 𝑥 < 𝑎2 , 𝑏1 < 𝑦 < 𝑏2 }  

c границей  𝛾 = 𝜕𝐺0,  где  𝑎𝑘, 𝑏𝑘  (𝑘 = 1, 2)  такие, что 0 < 𝑎1 < 𝑎2 < 𝑙1, 0 < 𝑏1 < 𝑏2 < 𝑙2. 

Введем область 𝐺 = 𝐺1\ 𝐺0  (𝐺0 = 𝐺0 ∪ 𝛾). В дальнейшем будем рассматривать  𝐺  как основную 

область, а  𝐺0  как фиктивную область. 

Рассмотрим двумерное уравнение теплопроводности с начальным и краевыми условиями в 

области  𝐺  и в интервале по времени  𝑡 ∈ [0, 𝑇]   

{
 
 

 
 𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺,   𝑡 ∈ (0, 𝑇],

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥, 𝑦),                                 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺,                     

𝑢|𝛾 = 0, 𝜑|Γ = 0,                        𝑡 ∈ [0, 𝑇],                      

                                  (1) 

 Доопределим область  𝐺  до  𝐺1,  включив в него фиктивную область  𝐺0, и рассмотрим 

уравнение теплопроводности теперь в области   𝐺1 

{

𝜕𝑢𝜀
𝜕𝑡

=
𝜕2𝑢𝜀
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑢𝜀
𝜕𝑦2

− 𝑐𝜀𝑢𝜀 + 𝑓𝜀 , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺1,   𝑡 ∈ (0, 𝑇],

𝑢𝜀|𝑡=0 = 𝜑, 𝑢𝜀|Γ = 0,                      (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺1,   𝑡 ∈ [0, 𝑇],

                           (2) 

доопределив функции  𝑓𝜀  и добавив младший коэффициент  𝑐𝜀  в фиктивной области  𝐺0   

с малым параметром  𝜀  

𝑐𝜀 = {
0,           (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺,
1

𝜀2
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺0,

 

𝑓𝜀 = {
𝑓, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺,

0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺0.
 

Применив метод фиктивных областей по младшим коэффициентам [1] для краевой задачи (1), 

получили краевую задачу (2). 

 

 

Введем в области   𝐺1  и в интервале  [0, 𝑇]  соответствующие сетки 

𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ1, 𝑦𝑗 = 𝑗ℎ2, 𝑖 = 0, 𝑁1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑗 = 0,𝑁2̅̅ ̅̅ ̅̅ , ℎ𝑘𝑁𝑘 = 𝑙𝑘,   𝑘 = 1, 2}, 

𝜔𝜏 = {𝑡𝑛 = 𝑛𝜏, 𝑛 = 0, 𝐾̅̅ ̅̅ ̅, 𝐾𝜏 = 𝑇} 

так, чтобы узлы  𝑥𝑖𝑘 = 𝑎𝑘 , 𝑦𝑗𝑘 = 𝑏𝑘  (0 ≤ 𝑖𝑘 ≤ 𝑁1,   0 ≤ 𝑗𝑘 ≤ 𝑁2, 𝑘 = 1, 2)  сетки  𝜔ℎ попадали 

на границу 𝛾. 

Выпишем для краевой задачи (2) разностную схему специального вида 

𝑦𝜀
𝑘+

1

2 − 𝑦𝜀
𝑘

𝜏
= 𝛬1𝑦𝜀

𝑘+
1

2 + 𝛬2𝑦𝜀
𝑘 −

1

2
𝑐𝜀𝑦𝜀

𝑘+
1

2 +
1

2
𝑓𝜀
𝑘+

1

2,                 𝑘 = 0, 𝐾 − 1 

𝑦𝜀
𝑘+1 − 𝑦𝜀

𝑘+
1

2

𝜏
= 𝛬1𝑦𝜀

𝑘+
1

2 + 𝛬2𝑦𝜀
𝑘+1 −

1

2
𝑐𝜀𝑦𝜀

𝑘+1 +
1

2
𝑓𝜀
𝑘+1, 𝑘 = 0, 𝐾 − 1 

𝑢𝑖𝑗
0 = 𝜑𝑖𝑗, 𝑢𝑖𝑗

𝑛 |
Γ
= 0,                                                      𝑖 = 0, 𝑁1,   𝑗 = 0,𝑁2.

             (3) 

решение которой на каждом временном слое вычисляем по очереди, начиная с первого и потом 

второго уравнений разностной схемы (3), методом прогонки. 

 Были посчитаны численные решения и построены графики этих решений для тестового 

решения  
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𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑥(𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎2)(𝑙1 − 𝑥)𝑦(𝑦 − 𝑏1)(𝑦 − 𝑏2)(𝑙2 − 𝑦) sin 𝜋𝑡                 (4) 

c основной областью 𝐺1 = {(𝑥, 𝑦)| 0 < 𝑥 < 2, 0 < 𝑦 < 2}  и фиктивной  

областью  𝐺0 = {(𝑥, 𝑦)| 0.5 < 𝑥 < 1.5, 0.5 < 𝑦 < 1.5}  с малым параметром  𝜀 = 10−4, а также 

интервалом по времени  𝑡 ∈ [0, 0.5]. 

№ 𝐾 𝑁1 ×𝑁2 𝜀 ‖𝑢𝜀
𝐾 − 𝑦𝜀

𝐾‖𝐿2(𝐺1) 

1 100 10 × 10 10−4 3,37 ∙ 10−3 

2 100 20 × 20 10−4 4,39 ∙ 10−3 

3 100 40 × 40 10−4 2,28 ∙ 10−3 

4 100 80 × 80 10−4 1,13 ∙ 10−3 

5 100 160 × 160 10−4 5,35 ∙ 10−4 

Таблица – 1 

 
Рисунок – 1a                                                Рисунок – 1b 

 
Рисунок – 2 
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                                        Рисунок – 3a                                                   Рисунок – 3b 

В таблице 1 указаны количество узлов  𝐾  по времени, количество узлов  𝑁1 ×𝑁2  по 

пространству, малый параметр  𝜀  и разность точного и численного решений по норме в 𝐿2,  

а также сетки по времени и пространству были взяты равномерными.  

На рисунках 1a, 1b, 2, 3a и 3b указаны для сетки 160 × 160 график численного решения, 

график точного решения, модуль разности численного и точного решений, частные производные 

первого порядка по 𝑥 и по 𝑦, соответственно. 

Как мы видим в таблице 1, с увеличением количества узлов по пространственной сетке, 

уменьшается погрешность по норме в  𝐿2. Однако в таблице 1 можно заметить, что сетка 10 × 10 

считает лучше, чем сетка 20 × 20, то есть погрешность сетки 10 × 10 меньше, чем сетки 20 × 20. 

Это связано с тем, что ни один узел сетки 10 × 10 не попадает на границу 𝛾 фиктивной области  

𝐺0 (так как сетка равномерная) и этот факт также подтверждается на рисунке 2, поскольку мы 

видим из рисунка 2, что на границе  𝛾  фиктивной области  𝐺0  погрешность очень высока. Хоть 

мы взяли тестовое решение так, чтобы решение на  

границе  𝛾  фиктивной области  𝐺0 была непрерывной, тем не менее частные производные 

первого порядка (рисунки 3a и 3b) в этой фиктивной области имеют разрыв в виде скачка, что 

оправдывает поведение погрешности решений (рисунок 2) на границе  𝛾  фиктивной  

области  𝐺0. 

Заключение. Из численных расчетов было замечено, что с увеличением количество узлов по 

пространственной сетке в 4 раза, погрешность по норме в 𝐿2 уменьшается приблизительно в 2 

раза. Однако с увеличением сетки, увеличивается и время выполнения программы, поэтому для 

более хорошей точности требуется ЭВМ с более мощной вычислительной производительностью.  
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