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Im𝑞[𝑢] = ∫𝑤1(𝑥)|𝑢|
2𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ‖|𝑤1|𝑢‖2
2, 

 

онда  𝑊 ⊂ 𝐿2кеңістіктердің енуіне байланысты 

 

Im𝑞[𝑢] = ‖|𝑤1|𝑢‖2
2 ≤ 𝐶‖𝑢‖𝑊

2 = 𝐶Re𝑞[𝑢]. 
 

Яғни, 𝑞 формасысекториалды. ■ 
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𝐼 = (𝑎, 𝑏), 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ ∞, 0 < 𝛼 < 1және 𝑢мен 𝑣барлық жерде дерлік  

𝐼 – интервалында локальды интегралданатын және оң функциялар болсын. Сондай-ақ, 1 < 𝑝 <

∞, 0 < 𝑞 < ∞және 
1

𝑝
+

1

𝑝′
= 1 болсын. 

𝐿𝑝,𝑤– салмақты Лебег кеңістігінде нормасы ақырлы болатын: 

‖𝑓‖𝑝,𝑤 ≔ (∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑤(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

)

1

𝑝

< ∞.

 
𝐼 – интервалында өлшенетін барлық 𝑓: 𝐼 → 𝑅– функцияларын белгілейік. 

Сонымен қатар, 𝑊: 𝐼 → 𝑅– теріс емес, қатаң өсетін және  

𝐼 – интервалында локальды абсолютті үзіліссіз функция болсын. Мұндағы барлық 𝑥 ∈ 𝐼 үшін  
dW(𝑥)

𝑑𝑥
=w(𝑥) болады.  

Сәйкесінше, біз 𝑇 операторын 𝐿𝑝,𝑤 = 𝐿𝑝,𝑤(𝐼) кеңістігінен 𝐿𝑞,𝑣 = 𝐿𝑞,𝑣(𝐼) кеңістігіне 

бейнелейтіндей: 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Sectorial_operator
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-642-04631-5
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-642-04631-5
https://link.springer.com/bookseries/3733
http://ikfia.ysn.ru/wp-content/uploads/2018/01/Kato1972ru.pdf
mailto:alisher_utegenov01@bk.ru


1866 

 

𝑇𝑓(𝑥) ≔ ∫
(𝑙𝑛 (

𝑊(𝑥)

𝑊(𝑥)−𝑊(𝑠)
))
𝛽

𝑢(𝑠)𝑊𝛾(𝑠)𝑓(𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠

(𝑊(𝑠) −𝑊(𝑥))
1−𝛼

𝑏

𝑥

,                (1) 

 

қарасатырамыз, мұндағы 𝑥 ∈ 𝐼, 0 < 𝛼 < 1, 𝛽 ≤ 0, 𝛾 ≤ 0. Осы оператордың 𝛾 = 0жағдайымен 

(𝑎, 𝑥)интервалындағы шенелгендігі [1]-ші ғылыми жұмыста қарастырылған. 

Егер 𝑢 ≡ 1, 𝛽 = 0, 𝛾 = 0 болғанда 𝑇 операторымыздың дербес жағдайы 𝐾 операторы 𝑊 

функциясына қатысты 𝑓 функциясының бөлшек ретті интегралдық операторына айналады: 

 

𝐾𝑓(𝑥) ≔ ∫
𝑓(𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠

(𝑊(𝑥) −𝑊(𝑠))
1−𝛼

𝑏

𝑥

,                                      (2) 

 

мұндағы 𝑥 ∈ 𝐼. Бұл 𝐾 оператордың 𝐿𝑝,𝑤 кеңістігінен 𝐿𝑞,𝑣 кеңістігіне шенелгендігі [2]-ші ғылыми 

жұмыста алынған. 

Егер (1.2) операторында 𝑊(𝑥) ≡ 𝑥болған жағдайында 𝐾 операторы Вейл операторына 

айналады:  

𝐼𝛼
∗𝑓(𝑥) ≔ ∫

𝑓(𝑠)𝑑𝑠

(𝑠 − 𝑥)1−𝛼

𝑏

𝑥

, 𝑥 ∈ 𝐼 

бұл оператор 

𝐼𝛼𝑔(𝑠) ≔ ∫
𝑔(𝑥)𝑑𝑥

(𝑠 − 𝑥)1−𝛼

𝑠

𝑎

, 𝑥 ∈ 𝐼 

Риман-Лиувиль операторына дуальді оператор болады. Риман-Лиувиль операторы [3 - 6]ғылыми 

жұмыстарда зерттелген. 

Енді біз 𝑊 – функциясын 𝐼 – интервалында теріс емес (оң) және 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑊(𝑥) = 0 деп 

есептейміз.  

Бұл мақалада егер 𝐴 ≪ 𝐵 және 𝐴 ≫ 𝐵болса, онда А ≈ В болады. ℤ – деп біз барлық бүтін 

сандардың жиынын белгілейміз, ал 𝜒Е – Е жиынының сипаттамалық (характеристикалық) 

функциясын білдіреді. 

Сондай-ақ, 𝑇 операторымен қатар біз келесі 𝐿𝑝,𝑤 = 𝐿𝑝,𝑤(𝐼) кеңістігінен 𝐿𝑞,𝑣 = 𝐿𝑞,𝑣(𝐼) 

кеңістігіне бейнелейтіндей 𝐻 - Харди типті операторын қарастырамыз: 

 

𝐻𝑓(𝑥) ≔
1

𝑊𝛽(𝑥)
∫𝑢(𝑠)𝑊𝛽+𝛾+𝛼−1(𝑠)𝑓(𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑥

, 𝑥 ∈ 𝐼. (3) 

Сәйкесінше, егер𝑓 ≥ 0болса, онда:  

 

𝑇𝑓(𝑥) ≔ ∫
(𝑙𝑛 (

𝑊(𝑥)

𝑊(𝑥)−𝑊(𝑠)
))
𝛽

𝑢(𝑠)𝑊𝛾(𝑠)𝑓(𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠

(𝑊(𝑠) −𝑊(𝑥))
1−𝛼

𝑏

𝑥

≥

 

≥
1

𝑊𝛽(𝑥)
∫𝑢(𝑠)𝑊𝛽+𝛾+𝛼−1(𝑠)𝑓(𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑥

=:𝐻𝑓(𝑥), (4) 

 

Теорема – А.1 < 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞ болсын, онда 𝐻 Харди типті операторы 𝐿𝑝,𝑤 кеңістігінен 𝐿𝑞,𝑣 

кеңістігіне шенелген болады, сонда тек сонда ғана егер 𝐴 = 𝑠𝑢𝑝
𝑧𝜖𝐼
𝐴(𝑧) < ∞, мұндағы: 
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𝐴(𝑧) = (∫𝑊−𝑞𝛽(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

𝑧

𝑎

)

1

𝑞

(∫𝑢𝑝
′
(𝑠)𝑊𝑝′(𝛽+𝛾+𝛼−1)(𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑧

)

1

𝑝′

. 

 

Сонымен қатар, ‖𝐻‖ ≈ 𝐴болады. 

Теорема – 3.1.
1

𝛼
< 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞, 0 < 𝛼 < 1, 𝛽 ≤ 0, 𝛾 ≤ 0,және 𝑢 – 𝐼 интервалында 

кемімейтін (оң) функция болсын. Онда 𝑇 операторы 𝐿𝑝,𝑤 кеңістігінен 𝐿𝑞,𝑣 кеңістігіне шенелген 

болады, сонда тек сонда ғана егер 𝐴 = 𝑠𝑢𝑝
𝑧𝜖𝐼
𝐴(𝑧) < ∞,, мұндағы: 

 

𝐴(𝑧) = (∫𝑊−𝑞𝛽(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

𝑧

𝑎

)

1

𝑞

(∫𝑢𝑝
′
(𝑠)𝑊𝑝′(𝛽+𝛾+𝛼−1)(𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑏

𝑧

)

1

𝑝′

. 

 

Сонымен қатар, ‖𝑇‖ ≈ 𝐴 болады.  

 

Дәлелдеуі: Қажеттілігі: 𝑇 операторы 𝐿𝑝,𝑤 кеңістігінен 𝐿𝑞,𝑣 кеңістігіне шенелген болсын, 

онда 𝑥 > 𝑠 > 0 үшін 𝑙𝑛 (
𝑊(𝑥)

𝑊(𝑥)−𝑊(𝑠)
) функциясының қасиеттерін қолдана отырып, бізде 

1

(𝑊(𝑥)−𝑊(𝑠))
1−𝛼 ≥

1

𝑊1−𝛼(𝑥)
–теңсіздігі барлық 𝑥 ∈ 𝐼– үшін орындалады.Сәйкесінше, бізде 𝑓 ≥ 0үшін 

𝑇 операторына және 𝐻 Харди типті операторына қатысты барлық 𝑥 ∈ 𝐼 үшін𝑇𝑓(𝑥) ≥ 𝐻𝑓(𝑥) 
теңсіздік орындалады, онда𝐻 операторы 𝐿𝑝,𝑤 кеңістігінен 𝐿𝑞,𝑣 кеңістігіне шенелген және ‖𝑇‖ ≫
‖𝐻‖ болады. Демек, Теорема – A бойынша𝐴 = 𝑠𝑢𝑝

𝑧𝜖𝐼
𝐴(𝑧) < ∞және ‖𝑇‖ ≫ 𝐴 болады. 

Қажеттіліктің орындалатынын көрсеттік. 

Жеткіліктілігі: Алдымен, біз 𝑊 функциясын қарастырамыз, онда 𝑊 функциясы үзіліссіз, 

𝐼 интервалында қатаң өсетін функция және 𝑊(𝑎) = lim
𝑥→𝑎

𝑊(𝑥) = 0 болады. Ондакез келген 𝑘 ∈ ℤ 

үшін 𝑥𝑘 = sup{ 𝑥 ∈ 𝐼:   𝑊(𝑥) ≤ 2
𝑘} болады. Сондықтан, {𝑥𝑘}𝑘∈ℤ нүктелер тізбегінде барлық 𝑘 ∈

ℤ үшін 0 < 𝑥𝑘 ≤ 𝑥𝑘+1 және 𝑊(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥𝑘→𝑥

𝑊(𝑥𝑘) ≤ 2
𝑘 болады. Бірақ 𝑥𝑘 < 𝑏 болса, онда 𝑥𝑘 ≤ 𝑥 ≤

𝑥𝑘+1 және 𝑊(𝑥𝑘) = 2
𝑘, 2𝑘 ≤ 𝑊(𝑥) ≤ 2𝑘+1, ∫ 𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑥𝑘
𝑥𝑘−1

= 2𝑘−1 болады.Ал егер 𝑥𝑘+1 = 𝑏 болса, 

онда ∫ 𝑤(𝑠)𝑑𝑠
𝑥𝑘+1
𝑥𝑘

≤ 2𝑘 болады. Егер 𝑘∞ = inf{ 𝑘 ∈ ℤ:  sup
𝑥>0

𝑊(𝑥) ≤ 2𝑘} болса, онда 𝑘 + 1 ≤ 𝑘∞ 

үшін 0 < 𝑥𝑘 ≤ 𝑥𝑘+1 болады. Сонда, біз жалпылықты жоғалтпай 𝑘∞ = ∞ болса, онда𝐼 = ⋃ 𝐼𝑘𝑘∈ℤ =
⋃ [𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1)𝑘∈ℤ болады. 

Сәйкесінше, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝑤 және 𝑓 ≥ 0 болсын, онда 𝑥𝑘 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘−1 < 𝑥𝑘 қатынастары 

үшін және (𝑎 + 𝑏)𝑞 ≤ 2𝑞−1(𝑎𝑞 + 𝑏𝑞) теңсіздігі арқылы:  

 

‖𝑇𝑓‖𝑞,𝑣
𝑞 = ∫𝑣(𝑥) |∫

(𝑙𝑛 (
𝑊(𝑥)

𝑊(𝑥)−𝑊(𝑠)
))
𝛽

𝑢(𝑠)𝑊𝛾(𝑠)𝑓(𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠

(𝑊(𝑠) −𝑊(𝑥))
1−𝛼

𝑏

𝑥

|

𝑞

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 

=∑ ∫ 𝑣(𝑥) | ∫
(𝑙𝑛 (

𝑊(𝑥)

𝑊(𝑥)−𝑊(𝑠)
))
𝛽

𝑢(𝑠)𝑊𝛾(𝑠)𝑓(𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠

(𝑊(𝑠) −𝑊(𝑥))
1−𝛼

𝑥𝑘+1

𝑥

+

𝑥𝑘

𝑥𝑘−1𝑘

 

+ ∫
(𝑙𝑛 (

𝑊(𝑥)

𝑊(𝑥)−𝑊(𝑠)
))
𝛽

𝑢(𝑠)𝑊𝛾(𝑠)𝑓(𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠

(𝑊(𝑠) −𝑊(𝑥))
1−𝛼

𝑏

𝑥𝑘+1

|

𝑞

𝑑𝑥 ≤ 2𝑞−1(𝐽1 + 𝐽2) ≪ (𝐽1 + 𝐽2). (5) 



1868 

 

 

Енді біз𝐽1 және 𝐽2 өрнектерін жеке-жеке жоғарыдан бөлек бағалаймыз. Алдымен, біз 𝑢 

теріс емес (оң) функция және 𝛽 ≤ 0, 𝛾 ≤ 0 екенін ескеріп, 𝐽1 өрнегін келесідей түрлендіреміз:  

 

𝐽1 =∑ ∫ 𝑣(𝑥) | ∫
(
𝑊(𝑥)

𝑊(𝑠)
𝑙𝑛 (

𝑊(𝑥)

𝑊(𝑥)−𝑊(𝑠)
))
𝛽

𝑢(𝑠)
𝑊𝛾+𝛽(𝑠)

𝑊𝛽(𝑥)
𝑓(𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠

(𝑊(𝑠) −𝑊(𝑥))
1−𝛼

𝑥𝑘+1

𝑥

|

𝑞

𝑑𝑥

𝑥𝑘

𝑥𝑘−1𝑘

≤ 

≤∑𝑢𝑞(𝑥𝑘+1)𝑊
(𝛽+𝛾)𝑞(𝑥𝑘−1) ∫

𝑣(𝑥)

𝑊𝑞𝛽(𝑥)

𝑥𝑘

𝑥𝑘−1𝑘

| ∫
(
𝑊(𝑥)

𝑊(𝑠)
𝑙𝑛 (

𝑊(𝑥)

𝑊(𝑥)−𝑊(𝑠)
))
𝛽

𝑓(𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠

(𝑊(𝑠) −𝑊(𝑥))
1−𝛼

𝑥𝑘+1

𝑥

|

𝑞

𝑑𝑥 

 

 (мұнда 𝐽1 өрнегінің ішкі интегралына Гельдер теңсіздігін қолдансақ:) 

≤∑𝑢𝑞(𝑥𝑘+1) ∙ 𝑊
(𝛽+𝛾)𝑞(𝑥𝑘−1) ∙ ( ∫ |𝑓(𝑠)|𝑝𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑥𝑘+1

𝑥𝑘−1

)

𝑞

𝑝

∙ ∫ 𝑣(𝑥) ∙ 𝑊−𝑞𝛽(𝑥) ∙

𝑥𝑘

𝑥𝑘−1𝑘

 

∙ ( ∫
(
𝑊(𝑥)

𝑊(𝑠)
𝑙𝑛 (

𝑊(𝑥)

𝑊(𝑥)−𝑊(𝑠)
))
𝑝′𝛽

𝑤(𝑠)𝑑𝑠

(𝑊(𝑠) −𝑊(𝑥))
(1−𝛼)𝑝′

𝑥𝑘+1

𝑥

)

𝑞

𝑝′

𝑑𝑥.                    (6) 

 

Енді (6) түрлендірудің соңғы интегралындағы 𝑊(𝑠) = 𝑊(𝑥) ⋅ 𝑡 айнымалысын өзгертіп: 
𝑑𝑊(𝑠)

𝑑𝑠
= 𝑤(𝑠),⇒ 𝑤(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑑𝑊(𝑠),⇒ 𝑑𝑊(𝑠) = 𝑑(𝑊(𝑥) ⋅ 𝑡) = 𝑑𝑊(𝑥) ⋅ 𝑑𝑡,онда 

 

∫
(
𝑊(𝑥)

𝑊(𝑠)
𝑙𝑛 (

𝑊(𝑥)

𝑊(𝑥)−𝑊(𝑠)
))
𝑝′𝛽

𝑤(𝑠)𝑑𝑠

(𝑊(𝑠) −𝑊(𝑥))
(1−𝛼)𝑝′

𝑥𝑘+1

𝑥

≤ ∫
(
𝑊(𝑥)

𝑊(𝑥)⋅𝑡
𝑙𝑛 (

𝑊(𝑥)

𝑊(𝑥)−𝑊(𝑥)⋅𝑡
))
𝑝′𝛽

(𝑊(𝑥) −𝑊(𝑥) ⋅ 𝑡)𝑝
′(1−𝛼)

∙

𝑊(𝑥𝑘+1)

𝑊(𝑥)

1

 

∙ 𝑑𝑊(𝑥) ⋅ 𝑑𝑡 ≤ 𝑊𝑝′(𝛼−1)+1(𝑥)∫
(
1

𝑡
𝑙𝑛 (

1

1−𝑡
))
𝑝′𝛽

(1 − 𝑡)𝑝
′(1−𝛼)

𝑑𝑡
2𝑘+1𝑊−1(𝑥)

1

≤ 2𝑝
′𝛽 ∙ 𝑊(𝑥𝑘−1) ∙ 

∙ 𝑊𝑝′(𝛼−1)(𝑥)∫
(
1

𝑡
𝑙𝑛 (

1

1−𝑡
))
𝑝′𝛽

(1 − 𝑡)𝑝
′(1−𝛼)

𝑑𝑡
4

1

= 𝛾2𝑝
′𝛽𝑊(𝑥𝑘−1)𝑊

𝑝′(𝛼−1)(𝑥),             (7) 

 

мұндағы 𝛾 интегралына𝑥𝑘 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑘+1 үшін 
1

1−𝑡
= 𝑒𝑧 ауыстыруын қолданамыз, онда 𝛾 =

∫
(𝑙𝑛(

1

1−𝑡
))
𝑝′𝛽

(1−𝑡)𝑝
′(1−𝛼) 𝑑𝑡

4

1
= ∫ 𝑧𝑝

′𝛽𝑒−𝑧𝑝
′(𝛼−

1
𝑝
)

𝑑𝑧
∞

1
< ∞ болады. Осы (7) теңсіздікті (6) теңсіздікке апарып 

қойып, әріқарай, 𝛽 + 𝛾 + 𝛼 − 1 < 0болғандықтан, біз 𝑢 және 𝑊 функцияларға қатысты келесі 

түрлендіру жасаймыз: 

𝑢𝑞(𝑥𝑘+1)𝑊
(𝛽+𝛾+𝛼−1)𝑞+

𝑞

𝑝′(𝑥𝑘−1) = 𝑢
𝑞(𝑥𝑘+1)2

((𝛽+𝛾+𝛼−1)𝑞+
𝑞

𝑝′
)(𝑘−1)

= 𝑢𝑞(𝑥𝑘+1) ∙ 

∙ 𝑊(𝛽+𝛾+𝛼−1)𝑞(𝑥𝑘+1) ∙ 2
𝑞

𝑝′
(𝑘+1)

∙ 2
−2((𝛽+𝛾+𝛼−1)𝑞+

𝑞

𝑝′
)
≪ 𝑢

𝑞

𝑝′
∙𝑝′
(𝑥𝑘+1) ∙ 

∙ 𝑊
(𝛽+𝛾+𝛼−1)∙

𝑞

𝑝′
∙𝑝′
(𝑥𝑘+1) ∙ ( ∫ 𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑥𝑘+1

𝑥𝑘

)

𝑞

𝑝′

≪ (∫ 𝑢𝑝
′
(𝑠)𝑊(𝛽+𝛾+𝛼−1)𝑝′(𝑠)𝑤(𝑠)𝑑𝑠

𝑥𝑘+1

𝑥𝑘

)

𝑞

𝑝′

. 



1869 

 

 

Алынған, осы 𝑢 және 𝑊 функцияларға қатысты нәтижені және мұнда енді біз осы 

түрлендірудегі екінші көбейткіште интегралдау шектерін кеңейтіп, 𝑧 = 𝑥𝑘 ауыстыруын жасап, 

sup алып және бірінші көбейткішке𝑝 ≤ 𝑞 жағдайына сәйкес Йенсен теңсіздігін қолдана отырып, 

𝐽1 ≪ 𝐴𝑞‖𝑓‖𝑝,𝑤
𝑞

теңсіздігі орындалады. Енді біз 𝐽2 өрнегін жоғарыдағы 𝐽1-ді бағалағандағыдай, 

Теорема – А бойынша ‖𝐻𝑓‖𝑞,𝑣
𝑞 ≪ 𝐴𝑞‖𝑓‖𝑝,𝑤

𝑞
болады.Демек, 𝐽2 ≪ 𝐴𝑞‖𝑓‖𝑝,𝑤

𝑞
 

болады. 
‖𝑇𝑓‖𝑞,𝑣 ≪ 𝐴‖𝑓‖𝑝,𝑤 

Сәйкесінше, біз есептеген интегралымыздан және табылған 𝐽1 және 𝐽2 теңсіздіктерден біз 

келесі қорытындыға келеміз: 
‖𝑇𝑓‖𝑞,𝑣 ≪ 𝐴‖𝑓‖𝑝,𝑤. 

Яғни 𝑇 операторы 𝐿𝑝,𝑤 кеңістігінен 𝐿𝑞,𝑣 кеңістігіне 𝑝 ≤ 𝑞 жағдайында шенелген болады. 

Сонымен қатар, ‖𝑇‖ ≪ 𝐴және ‖𝑇‖ ≫ 𝐴 болады, онда  
‖𝑇‖ ≈ 𝐴 және мұндағы 𝐴 = 𝑠𝑢𝑝

𝑧∈𝐼
𝐴(𝑧) < ∞ болады. Жеткіліктілігінің орындалатынын көрсеттік. 

Теорема толық дәлелденді. 
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